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1. INTRODUCCION

El objetivo que se persigue al elaborar este trabajo es el contar con un
material para el analisis de estructuras reticulares por el método matricial
con un enfoque actuahizado y enfocado a su aplicacion a una computadora

personal.

Existen un sinnumero de textos de andlisis matricial, sin embargo en
ninguno de ellos se muestra en forma detallada los distintos prsos para
resolver una estructura, la formacidon de vectores y matrices que intervienen
en la ecuacion de equilibrio de las estructuras y ejemplos detallados paso a

paso.

Los apuntes que aqui se presentan, comprenden el temario de la materia
Analisis Estructural Il que se cursa en la carrera de Ingenieria Civil en 7°

semestre de la U.P.A.E.P., también sirven de base para el curso de posgrado



de la Maestria en Estructuras para la materia de Teornia de las Estructuras |,
anadiendo lo relativo a casos particulares como lo son las reticulas de
entrepiso. armaduras y vigas continuas, asi como tratar los referente a las

estructuras tridimensionales.

El segundo capitulo comprende una introduccion a la mecanica de! medio
continuo, y mediante este enfoque, llegar a establecer las ecuaciones
constitutivas de la teoria de la elasticidad lineal. matenial con el que se

desarrollara el método.

En el tercer capitulo sc¢ describiran los dos métodos  para analizar
estructuras esqueletales : el método de flexibilidades y el método de
rigideces y mediante un ejempio paso a paso se llegara a la solucion de la

estructura induciendo la notacion matricial.

En el capitulo cuatro, se muestra la ecuacién de equilibrio de la barra una
vez que se le ha definido como una barra plana de eje recto y seccion
constante. Se describira la formacién de los vectores y matrices que
intervienen en ésta y al final del capitulo, se vera la forma que tiene Ja

ecuacién de equilibrio para la barra tridimensional.

En el capitulo cinco, una vez establecida la ecuacién de equilibrio de la
barra, se vera ¢l procedimiento para formar la ecuacidon de equilibrio de la
gstructura, para esto. se definird los conceptos de sistemas de referencia y

transformacion de coordenadas.

En el capitulo seis se muestra la obtencion de los elementos mecanicos y
cinematicos de la estructura en base a la posicion especifica que tiene cada

elemento .



En el capitulo siete se presenta ¢l ejemplo de una estructura ante dos
condiciones de carga. La solucidn se describe detalladamente con el enfoque
matricial, finalizando con la obtencion de los eclementos mecanicos y
cinematicos, diagramas de momentos flextonantes, cortantes y normales. asi

como las reacciones para las dos condiciones de carga.

En el altimo capitulo se presentan los principales comentarios vy

conclusiones.



2. FUNDAMENTOS.

2.1 INTRODUCCION.

El analisis estructural involucra 3 factores:

sGeometria

. Estructura
eMaterial

OSoiic:'taciones} Cargas

La interaccion de estos factores conduce a conocer el comportamiento

{mecanico o cinematico) de la estructura.

Cada uno de estos 3 factores, los podemos subdividirar de la siguiente

manera:



1. Geometria
Cascaron
Placas
Sélide Axisimétrico (Revolucion), como chimeneas. silos. etc.
Sélido tridimensional general

Estados planos

Barras

2. Maternal

. Séhdqs

Elastico lineales (Lev de Hooke)

No lineales
Viscoelasticos
Plasticos
Elasto-plasticos

Etc.

e Fluidos.
Liguidos

Gases

3. Solicitaciones:
¢ Deterministicas
Estaticas

Dinamicas

o Estocasticas (Probabilisticas)
Estaticas.

Dindmicas.



ODRODE

NUMERIGE

Fig. 2.1 DIAGRAMA PARA ANALIZAR ESTRUCTURAS



2.2. GRADOS DE LIBERTAD
El grado de libertad se puede definir como el numero de componentes de

desplazamiento en un punto de la barra o una estructura.

Barra
¢ Axial (1 componente de desplazamiento)
¢ Plana (3 componentes de desplazamiento)

e Tridimensional (6 componentes de desplazamiento)

Estructuras Grados de Libertad
e Tridimensional general: 6*(N.P.N.E.)
e Plana general: 3*(N.P.N.E.)
e Armaduras:
Tridimensional: 3I*(N.P.N.E))
Plana: 2¥(N.P.N.E)

Donde:

N.P.N.E.es el numero de puntos nodales de la estructura.



2.3. SISTEMAS COORDENADOS

Se utilizara un sistema coordenado derecho.

| > x

Fig. 2.2 Sistema unidimensional

> X

Fig. 2.3 Sistema bidimensional

A

Fig.2.4. Sistema tridimensional



2.4, IDEALIZACION ESTRUCTURAL

Todas las estructuras tienen un numero de grados de libertad tnfintto.

La idealizacion estructural para reducir el numero de grados de libertad a un
valor finito. consiste en definir a la nuestra estructura con clementos
discretos. Los elementos discretos que forman a la estructura estan ligadas

por una conexion que puede ser a su vez discreta o continua.

CONEXION

5

ELEMENTO DISCRETO
BARRA
Fig. 2.5 Conexién-Barra

Fal

CONEXION ELEMENTOS FINITOS
Fig. 2.6 Conexion-Elemento finito.



3. METODOS PARA ANALIZAR ESTRUCTURAS
ESQUELETALES.

3.1. INTRODUCCION.

3.1.1 RESUMEN DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL.
Hipotesis: Material cuyo comportamiento es elastico lineal.
lLos desplazamientos en un cuerpo son pequeiios y el tensor de

deformaciones es infinitesimal.

Tensor de deformaciones.

e, e, ¢€
ekl’ = e\.( en e\: (3 . 1 . I )
e, e, ¢

10



u O
L {3‘2) 23“ =y,.= —+—
ox cv
;v Sv
e, =— (3.1.3) le, =y, .=—+
Y, a4
cw cCu
e, =— (3.1.4) 2e. =y, = —
o2 éz

Tensor de estfuerzos

(0, 0. ©
o,=|0, O, O,
o

o, g

b4 a

Ecuaciones constitutivas

ou=Ate, 0, -2ue,
(Ley de Hooke para materiales isotrépicos).

c,=C,. ¢

§ kimn hH
donde:

C,

kimn

son los parametros o constantes elasticas.

A,u son las constantes de Lameé.

Ev E

v es el médulo de Poisson.

£ es el modulo de elasticidad.

{3.1.5)

{3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)



3.1.2 ECUACIONES CONSTITUTIVAS,
En torma explicita tenemos:

¢ Esfuerzos en funcion de deformaciones.

o =~——-)-f:1—_—2;i[(l-v)eu+v(en +e)] (3.1.12)

(1+v

E

el e s e v 3113

E
o =m[(l—v)e:: +oe, +e, )| (3.1.14)

Jn e e— Ny .].
2“ " v)}’ : (3.1.15)
o, = £ (3.1.16
T4 2(1 + V) }/.vz P I )
G.= £ 3.1.17
¥z 2(1 + V)j/“ ( Y O )
¢ las deformaciones en funcion de los esfuerzos.
1
e, = E{o_" + v(c:b'_‘_1 +(J':_.)] (3.1.18)

e, = é—[crn_ +Uo, +0o. )] (3.1.19)



€. =%[J.~:+V(Uu+0.y)] (3.1.20)
en.:%)ﬂn =£l;—v)cr“ (3.1.21)
e, =%v., =(l;v)0',_ (3.1.22)
e, =%y‘ =(l-|£::v)c1'r (3.1.23)

3.1.3 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DINAMICO

{Ecuaciones de Cauchy)

o, 0, oJo. S u
ﬂ.|.1u + A.l + ﬁ\. + /fo = )0 —
a, o, C. ot
(3.1.24)
(;O-\.\ (?O-u ('?O-l.'.' : (}2 v
- + - + "\I +p_b"=p - 2 (3‘]25)
e o, o, ot
éo.. 0o, Jo.. Fw
Sttt pfr=p— (3.1.26)
a, g, o, ct”
Donde:

£ es la densidad de masa.

fx, fy, fz son las fuerzas de cuerpo.

Al sustituir las ecuaciones constitutivas en las ecuaciones de movimiento se

[legan a definir las ecuaciones de Navier.



G{V:zw ! -(—[EA—”—+{—V+(—‘E] +,0jjc=pﬂjlf (3.1.27)

L 1-2vax\éx 7y o« ats

i 1 fu v Fw v

Gl Vv + %{—+ﬂ—+—] +p fr=p—r (3.1.28)
1-2vai\dx Jy 7z arts

Gl v - ;[ffi»rf"ﬁl“’] tpfr=plt (3.1.29)
1-2vaidx 7y ¢z ot

Las expresiones anteriores establecen el modelo matematico de ta Teoria de

la Elasticidad Lineal.

3.2 FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS EN PUNTOS DE UNA
BARRA.

Barra.- Es un elemento tridimensional en donde dos de sus dimensiones son

pequenas en relacién a la tercera,

Fig. 3.1 Barra wridimensional.


file:///-2vdx

lLa barra quedara definida por su geometria:
e Eje de la barra

e Seccion transversal.

La barra que se estudiara sera de: eje recto y de seccion transversal

canstante.

3.2.1 FUERZAS EN PUNTOS DE UNA BARRA.

Los esfuerzos que nos interesard conocer en la seccion transversal de la

barra seran dos esfuerzos cortantes (& ,,,0,,) y un esfuerzo normal (o ).

Z

Fig. 3.2 Cslucrzos cn una seccion transversal.

3.2.2 DISTRIBUCION DE ESFUERZOS NORMALES:

Las hipodtesis que se consideran para la distribucién de los esfuerzos

normales, son:

1. Hipétesis de Navier.
Las secciones planas y normales al eje de la barra antes de la
deformacién, permanecen planas y normales al eje después de la

deformacion.



2. Los esfuerzos normales en una barra son independientes.

g, .,0,=0..=0 (v=0)

o

Para el caso de ejes centroidales la distribucion de estuerzos sera:

oo N Ml ML MM

A (!rz:"lr'{z) ]rzz_]r[z

(3.2.1)

Donde:

N, es el esfuerzo normal.

M, es el momento alrededor del eje Y.
M, e¢s el momento alrededor del eje Z.

A es el area de [a seccion.

{y, es el momento polar.

Si los ejes son centroidales y principales
N, M, M,

+ ~-—=LZz 3.2.2
AT (3.2:2)

c vy T

3.2.3. DISTRIBUCION DE ESFUERZOS CORTANTES.

Fig 3.3 Seccidn transversal,

16
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Fig. 3.4 Esfuerzo cortante en seccidn transversal.

Para un sistema de referencia centroidal la distribucion sera:

(/;-er._"er v _L'QX_.__]E_QLV}] (3.2.3)

l
Ty = — B ¥
" bxk !r'z'_;rfz ! f}'z-“l:]'/:

Donde:

(), es el momento estatico con respecto a Z
0, es el momento estatico con respectoa Y
YV, es el cortante paralelo a Z
V. es el cortante paraleloa Y

b, es la base en la seccion.

Para una referencia centroidal y principal sera:

- VZQY + VI'QE (3‘2.4)
1,b, b,

Ty

3.2.4 FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS EN UNA SECCION
TRANSVERSAL DE UNA BARRA.,

En una barra existen los elementos mecanicos (Fuerzas) y los elementos

cinematicos (Desplazamientos)



Y Y
1 1
| Ay
5 s
Ax
. _ a
'FX x 4 M4
£z Az J
z FUERZAS Z MOMENTOS
Fig. 3.5 Fuerzas Generalizadas.
Y

w i
Z z
SPLAZAMIENTO DESPLAZAMIENTOS
INEALES ANGULARES

Fig. 3.6 Desplazamientos Generalizados.

Para una barra plana:

Fig. 3.7 Barra plana.



las fuerzas y desplazamientos generalizados seran:

F,

X

Fuerzas generalizadasq F,

"

M;‘

u
Desplazamientos generalizados< v
3

En cualquier tipo de estructuras, ya sea lisostatica o hiperestatica, las

cantidades que se involucran son fuerzas y desplazamientos.

En el caso hiperestatico es necesario elegir a las fuerzas o a los
desplazamientos como incognitas y a partir de esta eleccion, se definen las
dos grandes corrientes del analisis estructurai:

Método de flexibilidades.

Método de rigideces.

" INCOGNITAS " METODO ||

o METODO DE LAS
FUERZAS

FUERZAS 0 METODO DE LAS
FLEXIBILIDADES
{compatibilidad)
METODO DE LOS
DESPLAZAMIENTOS
DESPLAZAMIENTOS O DE LAS

I RIGIDECES
(equilibrio) “

Tabla 3.1 Métodos de andlisis



3.3INDETERMINACION ESTRUCTURAL

Si las incognitas son las fuerzas, se tendra el caso de una indetermtnacion
estatica (Grado de Hiperestaticidad).

En el caso de tener como incognitas a los desplazamientos. se hablara de una

indeterminacidn cinematica.

3.4 METODO DE FLEXIBILIDADES

En una referencia centroidal y principal. el modelo matematico para una
barra plana es:

du

EA— = N’ (3.4.1)
dx

dv ,
Ef =—2=M: 3.4.2
=M (3.4.2)
dv l 4
Ef —~=—¢ LV’ 3.4.3
s 12¢_‘ _ ( )

El planteamiento para resolver la estructura de la Fig. 3.8 por el método de

flexibilidades se presenta a continuacién.

w
.
2 142 AXNL AR ] F o by .«;p%
&
A~ L 7 L
© © ®

Fig. 3.8 Viga hiperestatica.
Determinacion del grado de hiperestaticidad

_5 Incoégnitas.

3 Ecuaciones de estatica.

2 (Grado de hiperestaticidad)

La viga se descompone por el principio de superposicion de la siguiente

manera.



w
7
2
A AIXY] b ok LIII'!I'I'PFLI r?
< L 7 L
M
w
VIGAOR'G'NAL. b IXTI L IR L1IEINY] A2LX1] 1
N
Fiy szy TFSY
= MO
w <
ESTHUCTURA' o 4 o ARl 4 ¥ o M
FO
3Y
+ Mi
ESTRUCTURA |l
F, |
1y FSY
+ 2
M
<5
V4
ESTRUCTURA Il —
a
T"%’ oy

Fig. 3.9 Superposicién de cargas.
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La estructura | se conoce con el nombre de estructura primaria o isostatica.

LLa carga en las estructuras Il y {Il se debe a las redundantes.

Nota: Redundante es cada una de las fuerzas que se e¢liminan para convertir

a la estructura en isostatica.

CONDICIONES:

SV+8 +81 =0 (3.4.4)
5+8,+8,=0 (3.4.5)
£y = F;i' + F;lr "'Fsz:' (3.4.6)
Msz: M;}z"'M.:z"'M.fk (3.4.7)

Para cada estructura de la Fig. 3.9, las reacciones y deformaciones verticales

en cada nudo son para:

ESTRUCTURA 1

Fy = 2wl
M, = 2wl’
|
8 =- 12 + L
! 6512( ¢y )
0 l 4
= - 17 + 3¢, )wi
24512( ?)

ESTRUCTURA II
Falr = '“Flr

M;z =2f;1



‘5: = 6513 r)Fu'L3
1 R
ol = 10+¢ }F, L

ESTRUCTURA III

F, =-2F,
Mazz =Fy L
o2 1 3
oy = 10+ ¢,)F, L
1 ]2E12( #,)F,
- (asp )R L
12£1, )

Sustituyendo en las expresiones dadas en (3.4.4) y (3.4.5) se tiene:

WL 1246,)+ L (16+ 8,)F, + L ——(10+¢,)F,, =0

" 6El, El, T 2E o

wl' L L’
- 7+3 10+ ¢,)F, +——{(4+¢,)F, =0
24513(1 i ¢*)+12513( *#r)F +le1:( 9

Presentandose un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas

L (16 + ¢, )F, L ——(10+¢,)F,, = wl ——(i2+¢,)
6El, " I2EL " 6EL '
3 3

w;[.'ir

(1040, e+ 8 )F (17 438,)

En forma matricial

Fo FJA]_{8)
Fo ol Py 'LSE



Donde:
F es |la matriz de flexibilidades.

S es el vector de fuerzas o de redundantes.

4" es el vector de desplazamientos en la isostatica ante la carga original.

Al resolver el sistema de ecuaciones se tiene:

4

(gé;, +17¢, + 22] wi
(47 + 208, +28) 2

F

gy +209, +32) 0y
(4 +20p, +28) 2

ademas

gy +219, +26) i
B (¢; + 209, +28) 2

M,, = - (l +¢Y) 2wli’

(¢,,2 +204, + 28)

¥

24



3.5 METODO DE RIGIDECES

En el

ESTRUCTURAL

ESTRUCTURA I

ESTRUCTURA I

W
e
Wy [ A4 LN 'R N b iy iy iy o ok ok o
oy Fd
O/_a L~
s L L £
i3 1
w <
7
y gk bk g ol ko ok Wk bk bk ok hY ;
N /
F F F
ty Zy 3¥
0
My M, r 9
7 2
?f y IL ILl IL 4 ] y t ¥ i 1 ILI PLI oy iy L / )
el I
' M 3
0 0
Y 2y 24
. w' -~
Mw1 . M MW'
< I /‘/\, . . 2 >
4 N p/
/- ri ]I — /’ - g
e p%
A ™ ;‘\ b .
1 v
|7
M Mz / M
b %
5» 7 2 N
? — ; \‘\‘--._ %
L
f A ~
“ W2 @ g
¥ t ]
plY P}Y Ty

Fig. 2.10 Superposicidon para método de rigideces.

caso del

método de

las

rigideces

se establece una estructura

cinematicamente admisible, es decir se impide el desplazamiento angular de

los nudos de la estructura. Esto se logra empotrando todos los nudos.



La estructura | de la Fig. 3,10 se conoce con ¢l nombre de estructura

cinematicamente admisible.

Ecuaciones de equilibrio

M:zu * Mlz’d: + Mué: =0

M, + M+ M =0 (3.5.1)
Mu” + M]Z#I + Maxw: =M,
il A d . -
F!r +F T Fn'“‘| = F,
F:}'”'"F:rdl +F:.i'ﬁ,: = Fy, (3.5.2)

W :-ra' !-M.i:'_.
F;r "'!u'l"'rn

1
—
et

ESTRUCTURA |

Para obtener los clementos mecanicos de ia estructura !, previamente se

T

obtendran estos elementos para el caso general de una barra ¢on nudos “i™" vy

“j”. doblemente empotrada con carga uniformemente repartida. Fig.3.11.

Los resultados obtenidos para el caso general se aplicaran posteriormente a

nuestro problema especifico (Estructura I).

. 0

NN

L
M
Mz, — MRV ~ 2
4 —" ")
A\ 11 XTX] XIETTTEYS A 4 i'IfL bk, /,’
~ / / N

by



Fig. 3.11 Viga doblemente empotrada.

El modelo matematico de la barra plana es:

[
v

Iy .
e, S - m
© et
dv !

E]?.‘ I = Eqb},l,-y}.

Al efectuar un corte a una distancia “x"

- w //J " “;‘“
i ' @
P Lo k 1 X3 y [ ? [V @ {:IM -
& % o / I
F-
LY
X

Fig. 3.12 Corte a una distancia x

Por equilibrio se obtiene:

LEo=f -+ V=0

Al sustituir en el modelo matematico de la barra (3.5.4):

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)



£, 90 < F M -
L oddx” ' 2

Al integrar:

F x° 3
PRI VR.L.
' dx 2

Si se considera que la deflexion total es igual a la debida a flexidon y a

+C,

cortante.
Vv, + Vv, (3.5.8)
entonces

dv _dv, . dv,

dx  dx dx
dV F;vxl &Jx3 i 2
EIZ_&;—: .2 - M x- + G +E¢'”L (wx—ff.y) (3.5.9)

Al integrar nuevamente:

Fx MXx 4
EIZV= ivt iz _wx
6 2 24

i ox’ 1
+Cx+—¢ ' ———¢ I’'F x+C, 3.5,
ix 12¢l 2 12¢1 r_vx+ 2 ( 10)

Las condiciones frontera para esta viga son:

vi_,=0

= (3.5.11)
V] =0 (3.5.12)
s g

de *° (3.5.13)
d

by =0 (3.5.14)

d
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Aplicando las C.F. (3.5.13) y (3.5.11}) en (3.5.9) y (3.5.10) tenemos:

En forma explicita, las ecuaciones generales para obtener la pendiente y

deflexion en cualquier parte de la viga sera:

| AT Y 3.5.15
a2 X7 ( )

X7 1 ) b 1 3
— 1T +—o. Lo -— LF 3.5.16
24¢} 12¢}" a_v‘x ( )

Al sustituir las C.F. restantes (3.5.14) y (3.5.12) en las ecuaciones

anteriores
F I 3
0="" _m,1- T
2 6
F,;L3 M. I 4 1
0= Tt T O Ly ot g, LF,
6 2 24 24 12 g

Se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Al despejar y
sustituir se tiene:

_al
T

wl’

M. =
R )

[
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Por equilibrio se obtiene Fj y M,

@ -

©

/] ,
Mm -7 Z J"'Zz
/ L \,.\
FUP L L LB L0 LY L IR LY LYY ;Y poly Ik ly il IL H/
A o
S L 7
Fi S
Fly Fz‘?'

Fig. 3.13 Equiiibrio en la barra.

En resumen para una barra doblemente empotrada se tiene:

v @L o L
ey Ly
@i’ wl?
M, =" M, = ——
712 s 12

Al tomar estos resultados y aplicarlos a la estructura cineméaticamente

admisible:
R
ANITXIX] 3 1XTITTRTN" r
A &
F, :
FEY P;y ry FJY

Fig. 3.14 Elementos en estructura original.

Se obtiene para la estructura original [:
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M M

M 2x

Lz
. &0
) )
;if Lififl!r‘fr‘f y AIRT1IINEY
=g >
A

|3

Ly PZY TFSY

Fig. 3.15 Estrucutra final.

@l al
LT fr =3
MY =0 F' = ml (3.5.17)
Xz ¥
o @l o @l
% 12 T2

Nota:

Los signos se consideran de acuerdo a una notaciéon nudo sobre barra

" -

Fig. 3.16 Notacién Nudo Sobre Barra,

ESTRUCTURA II

(]

Fig. 3.17 Barras en estructura II
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Para obtener los elementos mecanicos de la estructura II, nuevamente se
obtendran para el caso general de una barra doblemente empotrada, a la que

se le permite un giro wd en el nudo /.

Las reacciones que se generan se obtendran aplicando nuevamente el modelo

matematico de la barra.(3.5.4 y 3.5.5)

2
g =9V -y
s .
dv 1 s
[ Rt G
7 dx l2 ¢Y ¥
—'_“,— A .
ML T L
fig\ wi
pwi F,
iy )Y
t L +

Fig. 3.18 Giro unitario en nudo {

M
_ N
- 7 ¥
L Y
P
TPWL
LY
xx

'
+

5 4
N

Fig. 3.19 Corte a una distancia x

Al efectuar un corte a una distancia x, y establecer el equilibrio:

SF,=FE™+¥ =0



Ve = —Fy

M’ =0=MT - F¥x + M;

M; = R - M3

una vez definidas estas dos ecuaciones

matematico de la barra.

):3_
El, 2t = FPx - MT
3 _
Al integrar
d 1 .
El, "= % - MFx+ G,
V=V, +v,
dv _dv, dv,
dx dx dx
d Fiy? -
Bl —= "~ MEx+ C - =g, LR}

Al integrar nuevamente:

E] V= ‘F:;axj _ Mi?xz
; 6 2

+Cx - %cﬁ,ﬁfﬁf‘x +C,

33

puede resolver el modelo

(3.5.18)

(3.5.19)

(3.5.20)
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Las condiciones de frontera para esta barra son:

v._,=0 (3.5.21)
Neer = 0 (3.5.22)
av

_d_f_m_:o {3.5.23)
d

= (3.5.24)
dx

Al sustituir la condicion de frontera (3.5.24) en la ecuacidon (3.5.18)

C =El, @&,

Al sustituir la condicion de frontera (3.5.21) en (3.5.20)

C, =0

Las ecuaciones generales para obtener la pendiente y la deflexion en forma

explicita en cualquier punto de la barra son:

& 2
El dd‘;b - F”'zx - M%*x+EL 3, (3.5.25)
Fé! 3 Méa 2 .
Elv= *”6" - *;x +E1‘.z§‘.x~é¢rl,zﬁ.§x (3.5.26)

Al sustituir las condiciones de frontera restantes se obtiene un sistema de 2

ecuaciones con 2 incognitas.



4

F*p

O=-—1— - MTL+ElS,
. :
F3 M2 L s
0=~ " Rl @ L-—¢, LF"
6 2 : 12

Al despejar de [a primera

) o
MS :fﬁr_Lﬁhﬂgj
2 L

y sustituir en la segunda

FRp FRD
o= fol fy ,EIZL§i+EIzz§,L—l¢yLJEE
5 4 12
Se obtiene:
a 6El,

fr (1+¢,)0

A _{(4+4,)EL 3
T (l+g)L

eyl - . & &
Por equilibrio se obtiene FJ y M}

A
Mul? : j
’ yd

L

J
pei el
LY )Y

Fig. 3.20 Giro unitario en nudo §

35
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VLI S L1 TR CR- Y BN VL
"1+, )L (1+¢,)L (1+¢,}L°
M, = -2l EL29, 3 +M*=0

a_(2-¢)E

o (l+g )l
pa__ OBl 4
T (el

Al tomar estos valores e implementarlos a la estructura II, se tiene:

g - _OEL, o y - G )EL 5

Y {1+ g\ T (lve )L

F¥ = _ﬂ__;gi M2 :Mzgl (3.5.27)
? (1+¢,)0° (1+¢,)L

F2 <0 M =0

Los elementos mecanicos de la estructura III se obtendra a partir de la

estructura II.

Al resumir los resultados anteriores para las estructuras [, II y III:

Estructura I



wl
E?«‘*{
R =l
wi
F;:, _?

Estructura II

6EI,

o
Flr _(1+®)Lzz§i

0 M2 M
Mlz 2%
ﬁ"'\ A ViaN
7
; A4E] i e o oty o y IR A YA RES
A ]
h M
B’ o 0
by F“.’,y TPSY

Fig. 3.21 Fuerzas y momentos en estructura |

o Wl
tZ 12
MSZZO
o wl
iz 12
-~ w, w
M My, 1 gl
1=z N 2z =
? wl s
7 2
audl g

o<
€ O
Lo
LD

F;;'
I

Fig. 3.22 Fuerzas y momentos en estruciura II

=N (4+ @)EIZ

My = (1+¢iY)L :

37
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do_ 6El, i _ (2_""5‘/)&(2
Far (1+4)0 3 M = (trg)L
=0 M;' =0

Estructura III

4" 4
""\-\.\\l
1)
7
;./
i \
Fry TPZY 1 Foy

Fig. 3.23 Fuerzas y momentos en estructura [

pan OBl o Vi (2= 9L

¥ (1+¢’,)L2 2 iz (1+¢Y)L 2
F2: = M2 :2(_4_’_%

Rl 2z (1+¢Y)L 2
F‘az - - 6EIZ é Méi — (2— ¢Y) EIZ

¥ (}+¢r)L.? 2 3z (f+¢},) L 2

Al establecer el equilibrio

MY+ MP M3 =0

Mo, + M2+ M3 =g (3.5.28)



v & #2
Mg+ My + My =M,

Fy+ R +F3 = F,
Fy+F3 +Ey =F, (3.5.29)

v Al #r _
Fy+ 8y +Fy° = F,

Y al sustituir en las primeras dos ecuaciones de momento (3.5.28) se obtiene

el sistema:

ol (4-¢,)El, 3 +(2‘¢r)&§:=0

12 +(1+¢,,) L " (l+¢,) L

-0) 81 5 S r8) B g

+ —

(1+g,) L ' “(l+¢,) L

Expresado en forma matricial:
o I’ 4+¢, EI, 2-¢, El,

12 N l+¢, L 1+¢, L
2-¢, El, A4+4,)EL | 4

0 \ 0
l+¢, L 1+¢, L :
() bien:
Fe+KU=F° (3.5.30)
Donde:

F© es el vector de fuerzas de fijacion.
K es la matriz de rigidez.
U es el vector de desplazamientos.

F® es el vector de fuerzas externas.
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KU=F-F"
Si1 FF—F°=P, se obtiene un sistema de ecuaciones
KU=P (3.5.31)

La solucién de KU=P es:

5 A4+ ¢,)(1+¢,) @l
" (4,7 + 209, +28) 12EL,

El signo negativo indica que ¢l giro real es inverso al giro supuesto.

5 . (2-0)0+¢) al
(8,7 + 20, +28) 12E1;

La convencidon de signos de los giros sigue la misma convencion de signos

de los momentos.

3.6 COMENTARIOS

Una vez realizado el ejemplo de una estructura en forma detallada tanto por
el método de flexibilidades como de rigideces, se puede observar que con el

enfoque matricial, los procesos matematicos son basicamente los mismos.

Tanto en el método de las rigideces como en el de las flexibilidades, la
estructura hiperestatica, mediante el principio de superposicién la
descomponemos en varias estructuras con determinadas caracteristicas cada

una.
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Asi se tiene que el primer paso del método de flexibilidades (o de las
fuerzas), consiste en obtener una estructura primaria o isostatica, esto se
obtiene al eliminar las fuerzas o redundantes para convertir a ia estructura

en Lsostatica.

En el caso del método de rigideces (o de los despiazamientos), el primer
paso es el de establecer una estructura cinematicamente admisible, es decir
se impide el desplazamiento total de los nudos en la estructura. Esto se logra

empotrando todos los nudos.

Como se ha visto en los ejemplos anteriores, los desarrollos matematicos
son similares en ambos casos con el enfoque matricial. Al final de ambos

métodos se llega a definir la solucidn mediante un sistema de ecuaciones.

En el método de flexibilidades tiene la forma siguiente:
Ff = u° (3.5.32)
En el método de las rigideces, el sistema de ecuaciones es:

KU-=FP (3.5.33)

Si el problema se resuelve en forma manual, las operaciones en cualquiera
de ellos seran las mismas. Se puede decir que no es lo méds conveniente
emplear éstos métodos para resolver una estructura manualmente, se optaria

por simplificar estos métodos o bien inclinarse por algin método iterativo.

La ventaja que tendrian estos métodos con el enfoque matricial, es la de su
aplicacion a la computadora. Al aplicar los métodos se tendria que el primer
paso en el de flexibilidades es el encontrar a una estructura isostatica

quitando las redundantes, pero generalmente existen varias isostdticas en
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una misma estructura por lo que un programa para obtenerlas seria bastante

complejo, o bien la proporcionaria el usuario del programa.

En cambio en el método de las rigideces el primer paso es determinar una
estructura cinematicamente admisible, lo que se obtiene simplemente al
empotrar todos los nudos, lo cual mediante un programa de computadora con
instrucciones sencillas, podemos indicar que no existan desplazamientos en

ningun nudo.

Como conclusién, esta es la unica razdén por la que el método de rigideces es
mas eficiente de aplicar a una computadora personal, por lo cual sera el

método que se describird para su posterior aplicacion a la computadora
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4 MODELO DISCRETO ESTANDAR DE LA BARRA.
4.1 INTRODUCCION.,

Como se ha definido anteriormente, la barra es un elemento tridimensional alargado en
donde dos de sus dimensiones son pequeiias en relacién a la tercera.

El modelo discreto estandar de la barra es la ecuacién de equilibrio de 1a barra.

Para una estructura se ha establecido la ecuacion

F°+KU=F° (4.1.1)

De manera similar, la ecuacion de equilibrio de la barra, tiene la misma forma
fo+ku=f* (4.1.2)

( modelo discreto estandar de una barra.)

donde:

S° son las fuerzas de fijacion.

f° son las fuerzas equilibrantes.

k es langidez.

u son los desplazamientos.
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4.2 BARRA PLANA.

Con objeto de poder manejar ias expresiones y desarrollos matematicos de una manera mas

clara, se partira de la barra plana, para posteriormente pasar a la barra tridiemnsional.

La barra plana la podemos definir en un sistema de coordenadas cartesianas x-y. Los

extremos de ésta se han nombrado como los puntos nodales *'i” y =/ (Fig. 4.1)

Fig. 4.1 Barra Plana

El modelo matematico para la barra plana es:

£ N 4.2.1

E - x ( ' ‘)

g L% e 422
z t: - ¥ ( )
dv 1 s

El,—==—¢ I’V 2.

4.3 VECTOR DE FUERZAS DE FIJACION.

Es aquel que se compone de las fuerzas y momentos de reaccién ante las cargas externas en

una barra doblemente empotrada.
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FO ki ’f [ I TN YINY] - ’ Y PO
= o\, 2 S E )o =
o > A sz
(4 o FO

Piv Y

Fig. 4.2 Fuerzas y momentos de reaccign,

Nota:
La convencién de signos adoptada es una convencidon nudo sobre barra (NSB), esto es son

reacciones (efectos del nudo sobre la barra).

~

—_—b +
@ @ O
Fig. 4.3 Convencidn de signos.

[ nch

Otk)
2. F,

k={

ﬁFﬂ 1 HZ”F(,I(“
ol e f
i M‘:‘(*)
A{G ;g; Fhd
Si= = =|— 4.3.1)
F,ﬁ ib: Fork)

v jx
F k=f
7

o ned 0
(L7
Ad;zJ :E: fiy
k=i

neh

Ok}
2 M
EY N
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Donde:

nchb es el nimero de cargas en la barra

La sumatoria que aparece en 4.3.1, indica la superposicion de todas las cargas que actiian en

la barra.

4.4 VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS EN LA BARRA.

Esta formado por los desplazamientos o grados de libertad de cada uno de los puntos

nodales de la barra.

Los elementos de este vector son valores desconocidos,

Fig. 4.4 Desplazamientos en la barra,

= =4 (4.4.1)
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Nota :
La convencion de signos seraigual a las fuerzas de fijacién
u v W
—b
*) (*')T ©

Fig. 4.5 Convencion de signos.

4.5 VECTOR DE FUERZAS EQUILIBRANTES.

Esta formado por fuerzas y momentos que mantienen en equilibrio a la barra ante sus cargas

externas y de acuerdo a sus restricciones de frontera.

| \
T G0 O

<
S
v
g

i X Po o——
WIS ITITEETY - INix MR o ‘/ JE3
‘-«mmm“ﬂm:i\‘ o O P. 0
M | Fiy JY 17 Mz
L4
Fig. 4.6 Barra con cargas exteriores Fig. 4.7 Fuerzas equilibrantes,
F;
. PR
£y A
M,
fe = = 4
L3
}:jx
e £
Bl U
L4
_Mf'z_

Los elementos de este vector también son valores desconocidos.
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4.6 MATRIZ DE RIGIDEZ.

Esta formada en las columnas, por fuerzas y momentos que provocarian un desplazamiento

(lineal o angular) unitario en cada extremo de la barra.

I f fr ™ £

k = (4.6.1)

Para obtener cada columna es necesario analizar la barra totalmente fija pero permitiéndole

el desplazamiento que le ha sido restringido.

Es necesario realizar el analisis de las siguientes seis configuraciones.



)
WW@

%
7
z
1 4 2 | -
; - Primera Configuracion
i e E
7 5|
1_""" ~ ~
w =1 v, =w,=u, =2y, =% =

U= W U=V =W, =0
, @ |
7 Tercere Corfigwecion
b
2k f
= vy = Uy =V =Wy =0
/ - -
2’1 E - CuartaConfiguracidn
7
%

=1

=ﬁ=v-w SO

—{_//_1 Iv -1
I\ Quirta Configuracidn.

LLLL S
LS

Sexta Corfiguracion

DSOSV AN
NI

i,
-

.”A
wj-l

0

= — 0 = =

Fig. 4.8 Configuraciones en la barra.
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Para obtener explicitamente cada una de las fuerzas que integran las seis configuraciones de

la matriz de rigideces. es necesario resolver el modelo matematico de Ia barra.

EA _— = Ne 4.6-2

i ‘ ( )
2V

El =M (4.6.3)
dx-

El v, L Pve (4.6.4

© dx - 12¢| " b )

Primera configuracion.

©
WW@

1 7
'
v 7
—rt
u, =1
-.A— = —A_
V=W Tu; =y, =W, =0

Fig. 4.9 Desplazamiento 1, = /

@D

Fad
-

©

A7

F

X Ly

o

Fig. 4.10 Fuerzas en la barra



Haciendo un corte en la seccion a una distancia x.

Ne

X

© [
| /

i
¥

x

Fig. 4.11 Corte

Al despejar:
N{=-F,
Al sustituir en la ecuacion (4.6.2)

%k
dx

Al integrar:

EA u=-F x+C,

Las condiciones de frontera de acuerdo a Fig. 4.9 son:

De donde:

C, = E4

EA u=-F_x+ EA

Aplicando la segunda condicion de frontera.



EA
Fo=—
' L
por equilibrio
EA
F,=--=
' L
Al colocar estos valores como elementos del vector apareceran en la siguiente posicton.
[ EA
L
0
0
i = (4.6'5
"= )
L

Para la cuarta configuracién se procede de manera similar. El desplazamiento permitido

sera en el nudo *”. El vector resultante sera :

(4.6.6)

QQF“IQQQ

Para la segunda configuracion:

Fig. 4.12 Desplazamiento u, = /



Al resolver el modelo matematico se tiene :

0
12E,
(1+¢,)2
6El.

o\
fr= (Hi)L (4.6.7)

|21

B (1+4,)C
6EI.

_(1+¢_v)ﬁ

Para la quinta configuracion:
N va=1
AN
AMK F

N
. 5. ~
P 4 My

Fig. 4.13 Desplazamiento v, =1

53
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Sr = | | (4.6.8)

6EI.
(1+¢,)L

Para la tercera configuracion.

T
Mu\aﬁ[ 7, |

u =v.=w =0

/ / !

Fig. 4.14 Desplazamiento v, = 1

W =1
u‘_:\)‘.=

Los elementos equilibrantes para esta configuracion ya se han obtenido con anterioridad y

son :
F;x = 0 Fj,r = 0
o 6E1, p 6 £,
Y1+ gL » (1+¢,)L
(4+¢,)E], (2-¢,)El,

T (l+g,)L 2T (l+ gL



De esta manera, la tercera columna de la matriz de rigidez sera:
- _
0
6E].

(1+9,)L°
(4+¢ )EL
(1+0,)L

f" = (4.6.9)
0

6El,
(l +A;i'ij__)L2
(2-¢,)El

(1+¢,)L ]

De manera similar, para la sexta configuracion.

. M""\. /
<

\

A
ey NONNRNN )

S —
WJ_I i

Fig. 4.15 Desplazamiento 13, = |

6E]

(1+4,)L°

(2-¢,)El,
(l +¢_V)L

fro= (4.6.10)
0

6EI,
(1+ ;;sy)f‘Z
(4+¢,)E,

i (l+¢_V)L ]




De esta manera la matriz de rigidez quedara de la siguiente forma.

[ EA4 EA
L 0 0 L 0 0
12E1, 6E1, 12E1, 6EL,
S (L (PR R (L
6EI, (4+0,)EI 6E! (2-¢.)EL.
0 2 0 - 2 .
(1+4,) | (1+9)L (vg. 0 (144)2
k= E4 1
e 0 0 I 0 0
12E], 6EI 12EI,  6EL
0 (149, )2 (1+0,)0 0 (149, )0 (1+9,)0°
6EI. (2-¢,)El. 6L, (4+¢,)EI
0 i V2 0 Ty | T,
(1+0) (144 (1+¢,)L (1+9,)
(4.6.11)
4.7 BARRAS ARTICULADAS
La ecuacion de equilibrio para una barra plana es :
fo+ku=f°,
si consideramos ku = f“
Para una barra doblemente empotrada se tiene:
[ kn 0 0 kia 0 0 w1 [ F? ]
0 k22 ka3 0 k23 kas Vi F’
0 k32 k33 0 k3s ks Wi = M:E
kal 0 0 ka4 0 0 uj F?
JI
0 ks2 ks3 0 kss ks6 \7 F,?
0 kez ke3 0 kes kes Wi MJE[
k [«] = ] @1

56




Nota: Cada elemento de la matriz [_k_] tiene un valor que ya se ha asignado en (4.6.11)

Se pueden presentar los 3 casos siguientes:

/
7
(a) j‘ My =0
7
/
() / % M. =0 Condiciones
7 E * Mecanicas
v
7/
z * 3z
7

Fig 4.16 Articulaciones en la barra.

Para una barra articulada en /, Fig 4.16(a), at efectuar el producto [L‘] [u] =[ f “] se tiene:

FY = Kknui+kiau;

T

Fi= kavitkswd +kesvi+ ke v,

M! = leavit ki +k3svi+ ks 13). (4.7.2)
Fi= ka1 vit+ ks y;

F! = ksavitksiwd +kssvi+ kss 13,

big

M = kezvi+ ke wd + kes v+ kes v,

i

La condicion mecanica que se presenta es:
H —
M, =0

por lo tanto
kezvi+ ko3 wd + kes vj + kes i, =0
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Despejando. el desplazamiento asociado a la condicion mecanica es ¢

W = -

Ji

‘kl_(kﬂ v, + kg oW
66

k v).)

Sustituyendo en las ecuaciones dadas en (4.7.2) se obtiene:

u
F,‘r: = k”ul +

M:=0

Donde ia matriz de rigidez para una barra articulada en j sera:

k)

Jilc1]

k:’ﬂ kdj

klﬁ'

o

+

L=

f=—}

ki, +

e
oo

lJCI-’%

+ {
0 0 ]
Kyoks 0
k:s - [ k J
el 0
0 0
ksékﬂ 0
kss _[ k J
0 0
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4.8 BARRA TRIDIMENSIONAL

La formacién de los vectores f°,f",u y de la matriz de rigidez k para una barra
tridimensional se efectuara de la misma manera. A partir del modelo matemadtico de la barra

tridimensional se tiene:

& (4.8.1)

EI % = M (4.8.2)
dv. 1, .

E[_,Ex—*=5¢_‘,f'f/_l, (4.8.3)
d*w,

El, PR ~M; (4.8.4)
dw_ 1 e

EIZ**—:EQZ V. (4.8.5)

GJO = C?JlifzIB =M (4.8.6)

El modelo matematico de la barra tridimensional (3D) tiene la misma forma:

S rhku=f° - {487

donde el vector de fuerzas de fijacion ( [ ") , €l de desplazamientos (u) y la matriz de

rigidez (k) se obtienen de manera similar al de la barra plana (2D), teniendo la forma

siguiente:



fl‘.' —

fw

(4.8.8)

matriz de rigidez

60
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5 ECUACION DE EQUILIBRIO DE LA ESTRUCTURA

5.1 INTRODUCCION.
Una vez que se ha definido la ecuacion de equilibrio de la barra en el capitulo anterior de la

forma [ f "] +[ku]=[ f ”] y definidas cada uno de sus elementos, en el presente capitulo se

describira la formacidn de la ecuacidén de equilibrio para una estructura general, que como
se ha visto en la ecuacion (4.1.1) tiene la forma F° + KU = F* ya que una estructura la
podemos considerar como formada por varias barras con direcciones especificas, es
necesario reiacionar las referencias de cada una de las barras a una referencia Gnica que sera

la de la estructura.

Para realizar esto, se tendrd que definir los sistemas de referencia y la transformacion de

coordenadas.

61
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5.2 SISTEMAS DE REFERENCIA.

4 L\ ':; h?xg
4 ~

>

X
Fig. 5.1 Sistemas de referencia local y global.

En la figura anterior se puede observar una estructura formada por trece barras, cada una de
ellas con su propio sistema de referencia x1-yl, x2-y2, ..., xi-yi. A esta referencia se le

llamara sistema de referencia local o de la barra y define las caracteristicas de cada barra.

Para la estructura es conveniente manejar otro sistema de referencia diferente ya que con los
anteriores no es posible. A este nuevo sistema de coordenadas X-Y se llamar4 sistema de

referencia global 6 de la estructura.

Para poder relacionar a cada una de las barras con la estructura, es necesario hacer
referencia a un solo sistema coordenado. Los sistemas coordenados de cada barra se

transformaran al sistema de referencia de la estructura mediante una transformacion de

coordenadas.

5.3 TRANSFORMACION DE COORDENADAS.

La ecuacion de equilibrio de una barra la podemos establecer en dos sistemas de referencias

y de la misma forma.

[P +hku=f" Referencia local. (5.3.1)

a

I~
ry

+hku= Ze Referencia global. (5.3.2)
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Para reaiizar la transformacion de una referencia local a una referencia global se requiere de
una matriz de transformacion. Lsta matriz de transtormacion es la matriz de cosenos
directores.
Para un punto en el espacio. la matriz de cosenos directores es:
" N Z o inidley

v Cosx X Cosy X Cosz X _
a = Cosx Y CosyY CoszY
| Cosx Z CosyZ CoszZ J

(5.3.3)
Para un punto en el plano
A
Vi ‘J\ __..--—'ﬁ_iy +
Q ..y }1 - _,{\}
R
»X
A X
X
Fig. 5.2 Referencial local v giobal.

La matriz de cosenos directores se simplifica

Cosx X Cosy X 0
a= CosxY CosyY 0

0 0 1
(5.3.4)
Llamando & ai angulo formado por los ejes Vv x
A
Y I N
4
I
[ 9
-
III\—F’/W
X

Fig. 3.3 Cuadrantes.
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y considerando el primer cuadrante

v A

”
Y &
"‘\\
Fig. 5.4 Primer Cuadrante.
Se tiene
Cos 0 Sen 6 0
a= -Sen B8 Cos B 0
0 0 1
(5.3.5)
En forma abreviada: ¥ . /.
c s 0
a= -8 c 0 /
0 0 1
(5.3.6)

[Yed

La matriz de transformacion de una barra plana, definida por dos puntos nodales i y *
es:

1
iR
<

L’
=4

(5.3.7)

La primera matriz a (elemento 1,1} de la matriz a indica la transformacién de los

£ -3
I

elementos del nudo “/”, y la segunda (elemento 2,2) de *”.
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Al sustituir los elementos de a en a se tiene explicitamente

i 0 0 0 0
-8 C 0 0 0 0
- 0 0 1 ] 0 0
a:
0 0 §] C 0
0 0 0 -5 c 0
0 o0 0 0 0 I ]

(5.3.8)

Esta matriz indicara una transformacion de una referencia global a una referencia local.

La transpuesta de la matriz a sera:

[ ¢ = 0 0 0 0 |
$ ¢ 0 0 0
0 0 1 0 0 0
a’:
0 0 Q C -5 0
0 0 0 s ¢ 0

(5.3.9)

Esta matriz indicara la transformacion de una referencia local a una referencia global.

Al aplicar la matriz de transformacion a los vectores de fuerza de fijacion, desplazamientos

y fuerzas equilibrantes, se tiene:

f=a S fr=a f (5.3.10)

[ -
[
il
[~
IR
-~
]
TR
(-

(5.3.11)

“
1
-~
~
B
1!
[~
r“":s‘l

(5.3.12)
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Transformacion Transformacion
Local a Global Gilobal a Local.

Para obtener la matriz de rigidez en referencia global. es necesario realizar las siguientes

operaciones:

=~
tl

[
[~

S~
1]

N -
~

-

k=a k a (5.3.13)

En general:

x=a X (Transformacion de global a local) (5.3.14)

x=a’ x (Transformacién de local a global) (5.3.15)

a’ a =a a =1 (5.3.16)

Nota:
Para no tener que efectuar continuamente estas operaciones, es conveniente tener en forma

explicita la transformacion de vectores y matriz de rigidez. Para ello se efectuaran los

productos antes mencionados.
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Obtencion del vector de fuerzas de fijacién en referencia giobal ( £ )

L u

f =a'f
Donde:
T
Fﬂ
Mu
. (5.3.17)
Fjﬂ
F,
fi
_M»"_
e soo000llFl [eR —sE]
sco0000 || SFy + cF
M
)—,”_ 00 1000 T M 53.18)
g 000c -s0 || cF, —sF,
% i f
0 0 0 s —c 0 F Sﬁ}x+cﬂy
Y
L 00 0001 M| | M,

fo aT

De manera similar pueden definirse en referencia local a # y f°, suponiendo conocido # y

T aplicando la ecuacién (5.3.14).

La obtencion de la matriz de nigidez & en referencia global se obtiene al efectuar los

productos : I_c: ark;_z
¢ s O 0 0 O kit 0 0 ke 0O O
s ¢c 00 0 0 0 ko ki 0 ks ks
001 000 0 k32 ks 0 kss ki
00 0 c s 90 kai 0 0 kas O 0 |=
00 0 s ¢ O 0 ks2 ks3i 0  kss kse
00 0 0 0 1 0 kez kes 0 kes kss
a-]r k
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cknn  -skaz sk ckia sk -sku ¢c s 0 0 ¢ 0O
sk ckn cki skis cks ckas s ¢ 0 0 0 0O
0 ka2 k33 0 k3s k3se 0O 0 1 0 0 0]-=
ckar  -sksz -sksy ckas -sks3 -skse 0 0 0 ¢ s O
skat  cksz2 cksy s kaa ckss ckss 0 0 0 s ¢ 0
0 ké2 kes 0 kes ket 0O 0 0 0 0 1
a’ k a

[ ¢ ke st ka2 cski-cs k2 sk clkies lkos cski-csks sk |

cskit-esk2 | s kn+c kn cka cskiscskas g ket los ¢ ks

-s k23 ¢ k23 k33 -s kis ¢ kis ke
¢ kiaes ks cskia-cs ks -sk3s |c?kasrs kss cskacskss  -skse
cskia-cskys g kisrc- ks c ks ¢ s kas-cs 57 kass ¢ 2 kss c Ks6

kss

| -5 ko6 c ka6 ks -5 kse ¢ ksé ké6

k= @ k a (5.3.19)

Los coeficientes & que se indican, son los coeficientes de la matriz & en referencia local.

5.4 METODO DE RIGIDECES PARA RESOLVER UNA
ESTRUCTURA.

El método de rigideces consistira de los siguientes pasos:

¢ Establecer la ecuacidn de equilibrio en referencia local.
fi+hku=f* (5.4.1)

s Establecer Ia ecuacion de equilibrio en referencia global.

Sk ousf (5.4.2)
¢ Definir la ecuacion de equilibrio de la estructura.

% [fm ko ;m]=§ fe (5.4.3)

m=/|
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Representado en notacion vectorial.

FP+KU=F" (5.4.4)
o Resolver el sistema de ecuaciones lineales.

KU=P (5.4.5)
Donde P=F-F°

Obtener el vector de desplazamientos de la estructura U.

Obtener el vector de desplazamientos en referencia global de cada barra u.

Obtener el vector de desplazamientos en referencia local de cada barra .

Sustituir en la ecuacion de equilibrio de cada barra.
[rku=f° (5.4.6)
y obtener las fuerzas equilibrantes f°.

Los pasos anteriores se describirdn con detalle a continuacion:

¢ Ecuacién de equilibrio en referencia local
fPrhku=f*
De la ecuacién anterior se obtendra el vector f° y la matriz de rigidez de cada barra. Los

vectores u 'y f* son incognitas.

» Ecuacion de equilibrio en referencia global.

Para obtener los valores de estos vectores y matrices, se¢ define la matrz de

transformacion para cada barra y se obtiene f° y k.

r

f=af
E:ark c;

€

Los vectores 4y f siguen siendo incOgnitas.
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Nota:
No se requiere hacer los productos de transformacién puesto que ya se han realizado

en forma explicita. Solo hay que sustituir valores conociendo L, cos8, senf.

¢ Ecuacion de equilibrio de la estructura.

Sree )5

Esta ecuacion no indica una suma algebraica de todas las barras sino la superposicion de
efectos de todas las barras en el lugar que le comesponde. En otras palabras representa un

ensamble de todas la barras para definir la ecuacion de equilibrio de la estructura.

FP+KU=F°
Donde:

F° es el vector de fuerzas de fijacion de la estructura.
K es la matriz de rigidez de la estructura.
{/ es el vector de desplazamiento de la estructura.

F*° es el vector de fuerzas externas de la estructura aplicadas directamente en sus puntos
nodales.

Para poder hacer Ja superposicion antes indicada de efectos en el lugar que le corresponde,
se partira de que existen 3 grados de libertad por punto nodal; por lo tanto el niimero de
elementos del vector de desplazamientos u sera igual a 3xNPE (Desplazamientos
conocidos).

Para definir el ndmero de incognitas y el orden del sistema se definira al vector CF (cédigo

de frontera) de la siguiente manera:

Convencidn:
Desplazamiento Libre =0
Desplazamiento Restringido = 1

Desplazamiento Prescrito =-1
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2
2 3\
3
1
1 4
2 4
TI7ITTT TR

Fig. 5.5 Estructura reticular.

El vector CF para la estructura anterior Fig. 5.5 y de acuerdo a la convencion antes
sefialada, sera de la forma:

0 0 0 1 1 Despl. x
CF= 0 0 0 1 1 Despl. y
0 0 0 0 l Despl. z

(5.4.7)

ARREGLO DE NUMERO DE ECUACIONES.

Este arreglo se forma por columnas cambiando por 1 el primer cero que
encontraremos en el arreglo CF y después incrementamos en 1 el valor anterior por cada
cero que encontremos. En caso de tener ¢l valor 1 6 -1, este se cambiara en el arreglo NE

por un cero sin afectar el valor anterior.

W oR = 8
= R N )]
o oo - &)
e e ®
oo o @

(5.4.8)

El maximo valor en el arreglo nos indica el orden del sistema de ecuaciones o el
numero de incognitas en la estructura. Cada columna del arreglo NE nos define las
ecuaciones que corresponden a los desplazamientos de cada nudo en la direccion

correspondiente.



De esta manera cada nudo tiene una posicion especifica en los vectores y matrices.

Para la estructura anterior, el vector de desplazamientos de la estructura U tendrd los
siguientes elementos con la posicion que le corresponde a cada desplazamiento.

.

U,

U Iy

i (5.4.9)

L - 110

5.5 CONSTRUCCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA
ESTRUCTURA

Para formar la matriz de rigidez de la estructura, los elementos de la matriz de rigidez en
referencia global se ensamblardn de acuerdo a su posicion dada por el vector IE basado en

el arreglo NE

Posicion de acuerdo al vector IE basado en el arregio NE de la Fig. 5.5
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Barra |

=35

i=1

Los elementos que aparecen en la matriz k indicados con una x representan valores reales

cualesquiera. Se indican de esta manera para ejemplificar el ensamble.

0 0 0 1 2 3
X X X X X X 0 0
X X X X X X 0 0 =&
P = X X X X X X 0 IE =| 0
X X X X X X 1 |
X X X X X X 2 2 J=
X X 3 3
(5.5."
Vector de indicadores de ecuacidén
Para la barra |
Barra 3
=72
j=3
4 5 6 7 8 0
X X X X X X 4 4
X X X X X X h) 5 1=®
P = X X X X X X 6 IE= 6
X X X X X X 7 7
X X X X X X 8 8§ | =@
X X X 9 9
(5.5.2)

Vector de indicadores de ecuacion
Para ia barra 3



Barra 4

Nota:

oK R D

A

PR e

EC R

e R e R e - |

L]

[E=

e’

- Rl e e I
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i=®

j :.:.D

(5.5.3)

Vector de indicadores de ecuacion
Para la barra 4

Los elementos asciurados estan perfectamente ubicados por el numero de ecuacion de

acuerdo al vector IE

Para formar la matriz de rigidez de la estructura se hara lo siguiente:

La posicién de cada elemento de las matrices k esta perfectamente definida por su [E, basta

con colocarias en la matriz K de la estructura, y si otro valor corresponde a una misma

posicion, el valor final se suma (ensamble).

Ensamblado en la matriz de rigidez de la estructura.

3

-

Mo R e
I Y

X
X
X

=
I

4

Mo oM oM X X

5

Ea T

6

A A R A

Fd

X+X
X+x
X+X

s

X+x
A+X
X+x

X+x
X+X
Xt+x

10
1
2
3
4
5
6
X 7
X 8
X 9
x |10

(5.5.4)
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5.6 CONSTRUCCION DEL VECTOR DE FUERZAS DE FIJACION.

El vector de fuerzas de fijacion de la estructura F°, se formard con el ensamble de cada

— ., B
vector f . con cada elemento colocado en su posicion especifica de acuerdo al vector [E.

5.7 CONSTRUCCION DEL VECTOR DE FUERZAS EXTERNAS.

. —e
El vector F° se formara con el ensamble de cada vector f , con cada elemento colocado

en su posicion especifica de acuerdo al vector IE.

- | g
fx
F, 12
F,l3
Bl g
F,
| S
£ |6
£ )7
F, |8
F,l9
- (5.7.1)
F, |10
L



6 ELEMENTOS MECANICOS Y CINEMATICOS DE LA
ESTRUCTURA

Una vez establecida la ecuacidn de equilibrio de la estructura.

FP+KU=F°

se procede a resolver el sistema de ecuaciones

KU=F'-F' =P

76
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Para efectuar la solucién, se empleara cualquier método de solucion de sistemas de
ecuaciones:
¢ Métodos Directos.

s Métodos lterativos.

6.1 ELEMENTOS CINEMATICOS

La solucion del sistema de ecuaciones KU=P, es el vector de desplazamientos de la

estructura.
“i l [, ]
- !
u, nudo ! )
—_ !
5 o2 1
- nudo -
us v‘!

U=|_ : (6.1.1)
Uy i,
» u
U7 | lnudo3 7
u Vs

7 3

- 1
; nudo4 L
L% ]

La posicion del vector de desplazamientos global de cada barra estara de acuerdo al vector

IE

Asi por ejemplo, para la barra |

i=1, j=5



Se tiene
[0 o
0 |0
- 0 |0
=
u;, 1
u, |2
_u3_3

En forma explicita

[ ¢ S 0 0 0 0 w |
-3 Cc 0 0 0 0 Vi
0 0 ! 0 0 0 W |=
0 0 0 C ) 0 Y
0 0 0 -8 c 0 vy
| 0 0 0 0 0 | N L
a U

esto se hara para cada barra.

6.2 ELEMENTOS MECANICOS

78

Cwtsvi
SSUiTC W
Wi
cu +svj
Sy tewv
Wi
u

{6.1.2)

Para obtener los elementos mecanicos de cada barra, sustituimos en la

ecuacion de equilibrio de la barra.

fPrhku=f°

y se obtiene el vector de fuerzas equilibrantes, que es la solucidn del problema.

Ya que los elementos que se encuentran a la izquierda son conocidos, efectuamos las

operaciones, terminando de esta manera el analisis de la estructura.




7. EJEMPLOS.

7.1 INTRODUCCION.
En el presente capitulo se resolvera el ¢jemplo de un marco con 5 barras,
donde se mostrara paso a paso las operaciones para resolverlo y comprender

la metodologia del método de rigideces.

7.2 EJEMPLO.

Resolver ¢l marco ante las dos condiciones de carga siguientes:

I} Para la carga vertical:

II) Para la carga horizontal:

79
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y obtener :

a) M (Diagrama de momentos)
b} V (Diagrama de cortantes)
c) N (Diagrama de normales)

d) Reacciones.

5Ton
_‘_
‘. . 2.00
4Ton | 4 3
1 4 400
4 5
TP Pt rrramn
{ 6.00 4
Fig. 7.1 Marco.
7.3 SOLUCION.
7.3.1 DATOS
Longtud de la barra[2]y
3.6056 j—
2.0

0
J9+4 =.f13= 36056 m

+— 300 ——+
Fig 7.2 Barra2y 3

Sec. Columnas 30x40 cm.
Sec, Trabes 30x60 cm.

f’ c =200 k%mz



7.3.2 CONSTANTES

E
21+ v)

E=10000,f'c : G= o v=102

donde: E es el modulo de elasticidad
v es el modulo de Poisson.

E=141,421.35Kg/cm’ = 1,414213.5 T/m’

G- E 10,000\/200“141,421.351
21+ ) 201+v) 2(1+02)

= 58,925.565 Kg/cm’

12f,El
9, = AGL?

0.3020.60° :
[, = _’lcz— =00054 cm*  A=0.18m’

0.30x0.40°

Iegpones = 15— = 00016 om*  A=0.12m°

Al calcular @, para cada barra:

12 EL 12(12)(141,42135)(00016)  3,258.3479
s =460 (0.12)(58,926.565)(16.00) ~ 113,137.0848

= 0.0288

- 12/,El 12(12)(141,42135)(0.0054) _ 10,996.9243 o
7237 AGLE  (012)(58,925565)(13.00)  137,885.8221

0798

1. Para obtener el orden del sistema, obtenemos la matriz de cédigo de frontera (C. F.) :

\ 2 3 4 5 Nudo

o]
L=
o=
—
—

Paralela a x
Paralelaay
despl.en 2

C.F.

oo
Lo
o O
——
&S -



De acuerdo a la convencién empleada:

0 Libre.
! Restringido.
-1 Prescrito.

Se obtiene el vector NE
l
N.E.

3]

3

4 7
5 8
6 9

0 0
0 0
0 10

El numero maximo 107, indica el orden del sistema de ecuaciones (10x10)

7.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA BARRA

La matriz de rigidez de la barra, tiene la forma siguiente.

[ E4 EA
L 0 0 I 0
0 12E1 6] 121,
(149, )2 (1+¢,)0 0 ﬂ(1+¢_\,)L3
6l (4+¢,)El _ 6EI,
0 (1+9,)02 (1+¢y)z,_ 0 (1+4,)L
£4 £4
L 0 0 L 0
12E], 6l 12El,
O Tlieg)r  (1ve) 0 (144,
6EI (2-¢,)EL 6El,
O [rer e 0 Teeld

82

6EI.
(l+¢5y)}£2
(2-¢,)El

(1+g,)L

6EI.

(1+¢y )1}
(4+9,)EI

(1+¢,)L

(74.1)
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Sustituyendo valores

EA _ 141421356(0.12)

= 42.426.4068
L 4.00
| 12)(1,414.21356)(0.0016
e, A A ) 4123873
(1+¢‘_)LJ 64(l+00288)
6)(1,414,21356)(0.0016
6L, _ | A i )=824.??46
([ ‘4 )ﬂz (1+0.0288)16
4+ )El.  (4+00288)(1,414,21356)(0.0016
@+g)EL A X )=z,215.2347
(1 + ¢__)L (1 +0.0288)4
2-4)EI.  (2-00288)(1,414,21356)(0.0016
@-g)EL | X N00016) | 153638
(1 +6,)L (1+0.0288)4
Matriz de rigidez de la barra | ~
42,426.4068 0 0 -42426.4068 0 0
0 412.3873  824.7746 0 4123873 824.7746
ki- 0 824.7746  2,215.2347 0 -824.7746  1,083.8638
-42,426.4068 0 0 42,426.4068 0 0
0 -412.3873  -824.7746 0 412.3873  -824.7746
i 0 824.7746  1,083.8638 0 -824.7746  2,215.2347 |
De la misma manera:
Matriz de rigidez de las barras 2 y 3
EA  1414,21356 Ton/m*(0.118) 706008544
L 36056 o
12){1,414,213.56)(0.0054
12Er, _ (12 X ) _ 15105634
(144 )0 46.8741(1+0.0798)
6El. {6)(1,414,213.56)(0.0054)
i = =3,264.1742
(1 N ¢v) I (1+0.0798)13
2-9)EI.  (2+0.0798)(1,414,21356)(0.0054
(2-¢)E ( i I } _ 3 766 4684

(1+4,)2 - (1+0.0798)3.6056
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(4+¢,)EI.  (4+00798)(1414.21356)(0.0054)

MM 2 it 3 =8.002.5199
(1 v ) [ (1+0.0798)3.6056
[ 70.600.8544 0 0 -70,600.8544 0 0
0 1.810.5634 3,264.1742 0 -1.810.5634 3.264.1742
ka2 - 0 3.264.1742  8,002.5199 0 -3.264.1742  3,766.4686
k3 -
-70,600.8544 0 0 70,600.8544 0 0
0 -1,810.5634 -3.264.1742 0 1.810.5634 -3,264.1742
0 3.264.1742  3,766.4686 0 -3.264.1742  8,002.5199

La matriz de rigidez de una barra articulada en /"' es:

i kit 0 0 ki 0 0
0 kaz- kzs ke2  kos- kas ke 0 kas - k2s kes 0
kss kes kes
0 k3z- kis kes  kas- kas kes 0 kas - ke kes 0
kss ks kes
ka) 0 0 ka4 0 0
0 ks2- kse ka2 ks3- kse ke 0 kss - kss kes 0
kes kss kss
0 0 0 0 0 0

Donde los valores de cada elemento se toman de la matriz de rigideces de la barra **1”

Matriz de rigidez para la barra “4”.

42,426.4068 0 0 -42426.4068 0 o ]
0 105.3078  421.2312 0 -105.3078 0
ke 0 4212312 1,684.9249 0 -421.2312 0
-42426.4068 0 0 42,426.4068 0 0
0 -105.3078  -421.2312 0 1053078 0
0 0 0 0 0 0
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El siguiente paso es calcular la matriz de rigideces de cada barra en referencia global.

cskia-cs ks

h) a
s kiar ¢~ kas

¢ k3s
¢ s kaa-c s kss

s ° kaas ¢ 7 kss

-s ks
¢ ks

kas
-5 kse
¢ kse

¢ kse

2

0
-412.3873

0

0
42.426.406

0

5

-31,749.3339 -22,976.732

-2,715.9592

49,434.6859 31,749.333
31,749.3339  22,976.732

clkies k cskiu-cskaz sk cCkiers” kas
cski-cska| s ki+c ka2 ¢ ka3 csku-cs
k2s
-5 k23 c ka3 ka3 -5 k3s
c kiars - ks ¢ s kie-c 5 kas -s kas |c3k44+slkss
cskis-cskas  clkiars- ks c k3s ¢ s kas-cs
kss
-s ke ¢ kas kas -8 ksé
Sustituyendo valores
Barra No.1
Z90° i=4, =1
i 0 0 0 i
412.3873 0 -824.7746 -412.3873
- 0 42.426.4068 0 0
ki - -824.7746 0 2,215.2347 824.7746
-412.3873 0 824.7746 412.3873
0 -412.3873 0 0
| -824.7746 {0 1,083.8638 824.7746
Barra No. 2
£3369° i=1,)=2
~ 1 2 3 4
49.434.6859 31,749.3339 -1,810.6349 -49,434.6859 31,749.333
. 31,749.3339 22,976.732 2,715.9592
ko= -1,810.6349 2,7159592 8,002.5199 1,810.6349
-49.434,685 -31,749.333 1,810.6349
-31,749.333 -22976.732 -2,715.9592
-1,810.6349 2,715.9592 3,766.4648 1,810.6349

-2,715.9592

kes

3
-824.7746
0
1,083.8638
824.7746
0
2,215.2347 |

6 —
-1,810.6349
2,715.9592
3,766.4648
1,810.6349
-2,715.9592
8,002.5199

L B e OO D

[= B R A S



Barra No. 3
£32631° 1=2,j=3

4 5 6

" 49.434.6859 -31,749.3339 1.810.6349

1 -31,7493339  22,976.732  2.715.9592

k- | 1.810.6349  2,715.9592 8,002.5199

-49,434.6859 31,749.3339 -1,810.6349

31,749.3339  -22.976.732 -2.715.9592

| 1,810.6349 27159592  3,766.4648
Barra No .4

Z180° 1=3 ,)=5

7 8 9
105.3078 0 -421.2312
0 42,426.4068 0
-421.2312 0 1,684.9249
-105.3078 0 421.2312
0 -412.3873 0
0 0 0

7
-49,434.6859
31,749.3339
-1,810.6349
49,434.6859
-31,749.3339
-1,810.6349

0
-105.3078
0
421.2312
105.3078
0
0

8

31,749.3339 1.810.6349
-22,976.732  2,715.9592
-2,715.9592  3,766.4648
-31,749.333  -1,810.6349
22,976.732  -2,715.9592
-2,715.9592  8.002.5199

0

0
-42,426.4068

0

0
42,426.4068

0

9

fom

OO OO OO
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7.5 MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA.

La obtencién de esta matriz se obtiene efectuando el ensamble de tas matrices de rigidez en

referencia global de las 5 barras.

Matriz de rigidez de la estructura [K ] :

1 2 3 4 3 6 7 8 9 {0
412.387 0 824.774 | -49434. | -31746. | -1810.6 0 0 0 0|1
494346 | 31749.3 ) -1810.6

0 42426 .4 0 -31749. 1 -22976.7 | 21715.9 ¢ 0 0 912
317493 | 22976.7 | 21715.9
824.774 0 221523 | 18B10.6 | -2715.9 | 3766.46 0 ¢ 0 013

-1810.6 | 217159 | 800251

-49434, | -31749. | 1810.6 | 49434.6 1 317493 | 1810.6 | -49434. | 317493 | 18106 | O | 4
49434.6 | -31749.3 | 1810.6

-31749. | -22976.7 | -2715.9 | 31749.3 | 22976.7 | -2715.9 | 31749.3 | 220767 | 271159 | O | §
-31749. | 22976.7 | 2715.9

-1810.6 | 27159 |3766.46 ¢ 1810.6 | -2715.9 | 8002.51 | -1810.6 | -2715.9 } 376646 0 | 6
1810.6 ; 2715.9 [ 8002.51

0 0 0 -49434, 1 317493 | -1810.6 | 49434.6 | -31749. | -1810.6 | O | 7
105.307 0 -421.23
0 0 0 317493 | -22976. | -2715.9 | -31749, (2297673 | -27159 | 0 | 8
0 42426.4 0
0 0 0 1810.6 | 27159 | 376646 | -1810.6 { -2715.9 i 800251 | 4 | 9
-421,23 0 1684,92
] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |10

]

Al efectuar la suma de valores en un mismo casillero

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 _
[ 49,847, [ 31,749, |-958.860| -49.434. |-31,749. [ -18106[ o0 0 0
31,749. | 65,403. [ 2,715.9 | -31,749. [-22,976.]2,715.9] 0 0 0
-985.860 2,715.9 [ 10218.4 | 1810.6 [-2,715.9 [3,766.46] 0 0 0

-49,434.1-31,749. [ 1810.6 | 98,869.3 0 3,621.26]-49,434, ] 31,749, | 1810.6
-31,749. [ -22,976. | -2,715.9 0 45,053.4 0 31,749. | -22,976.1 2,715.9
-1810.6 | 2,715.9 | 3766.46 | 3,621.26 0 16,005.0} -1810.6 {-2,715.9 | 3766.46

olo|o|c|ole|o|o|=
MDOQR -] ChoLA s W R e

0 0 Q -49,434, | 31,749. | -1810.6 149,539.9]-31,749. 1 -2231.8
0 0 0 31,749, (-22,976.1-2,715.9]-31,749. |65,403.1|-2,715.9
0 0 0 1810.6 | 2,715.9 [3766.46) -2231.8 | -2,715.919,687.44
0 0 0 0 0 0 o 0 0 0

—
L=
—
(=]

[£]
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7.6 VECTOR DE FUERZAS DE FIJACION.

El vector de fuerzas de fijacion en referencias local y global en ambos casos es :

0

D0 O O D

7.7 CASO I, PARA LA CARGA VERTICAL.

Ff=

|
tn
M Co SN DN LA s Lo b e

—
D

Al resolver el sistema K U =P ,donde (P = F° - F°) por el método de Gauss-Crout
para matrices simétricas y cuadradas se tiene :

2.8234x107 |1
-6.3500x107 |2
~14779x107° {3
5.0030x107 |4
-3.3721x107 {5
6
7
8
9

[
0

~4.2186x107°
7.1922x107°
~5.4303x107°
1.6684x107
0 10
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Los desplazamientos en referencia global para cada barra y su posicion de acuerdo al

arreglo N.E. sera :

"0 To [2.8234x107 |1
0 0 —-6.3500x107° |2
- |0 0 — | =14779x107 |3
2% 282342107 | “ ) so030c10” |4
-6.3500x107 |2 ~3.3721x107 |5
| -1.4779x107 |3 | ~4.2186x107 |6
(5.0030x107 |4 (7.1922x107 |7
-3.3724x107 |5 -5.4303x107 |8
— | -4.2186x107 |6 — | 16654x107 |9
7719225007 |7 P 0
~5.4303x107 |8 0 0
| 16654x107 |9 0 110

Para pasar de referencia global el vector de desplazamientos u a la referencia local, se
multiplica cada matriz del vector u# por la matriz de transformacién a (5.3.14).

BarraNo.l £ 90° Sen 1 ; Cos (

[ o ! 0 0 0 o [ 0 Too T 0 ]
-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 = 0
0 0 0 0 1 0 2.8234xi0> |1 -0.0000635
0 0 0 -1 0 0 -6.3500%10°° |2 -0.0028234
0 0 0 0 0 I || -1.4779x107 3 -0.0014779
Barra No. 2 £ 33.69° Sen 05547 : Cos 08321
T 08 ]oss| o | o | o | o [2833xi0° |t [ 00023141 |
0.5 1 08 0 0 0 0 -6.3500x10° |2 -0.0016189
0 0 i 0 0 0 -1.4779x10°° (3 =1 -0.0014779
0 0 0 0.8 | 0.55 0 5.003x107° |4 0.0022924
0 0 0 |-05] 08 0 233721x10°° |5 -0.0055810
|0 0 0 0 0 L || -42186x107° |6 | -0.0000421 |




Barra No.3 £ 326.31° Sen 05547 ; Cos 08321

oo~ O i A

[ 08 |-05]| o 0 0 0 5.003x10°
05 | 08 0 0 0 0 -3.3721x10
0 0 i 0 0 0 -4.2186x10°*
0 0 0 08 | 051 0 7.1922x10
0 0 0 05 | 08 0 -5.4303x10°°
0 | 0 0 0| 0 I ]| 1.6684x10~

BarraNo.4 £ 90° Sen -1 ; Cos 0 ~

T 0 1 0 o] o | o 1] 7192210
-1 0 0 0 0 0 -5.4303x10
0 0 ] 0 0 0 1.6684x 10~
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 -1 0 0 0

_ 0 0 0 0 0 L 0

7.7.1 ELEMENTOS EQUILIBRANTES

(=R Y o N L

0.006033

-0.0071922

0
0
0

Los elementos equilibrantes se obtendran al sustituir en la ecuacidn de equlibrio.

Barral f° +k, u, = /" (Paraobtener f° de cada barra )

]
J

c>|c>|c>|c>‘c>|c:>

—
[

<:=|c:>|c::|<:>|c>|<:>

-0.0000307
-0.0000421
0.006014
0.003944

~0.001668

-0.0000543 |

0.0016684

90

[ 42426.4 0 0 |-424264| o0 o | 1 [ 2392 ]
0 412387 | 824.774 0 |-412.387 | 824.774 -0.530
0 824.774 | 2216.23 0 |-824.774| 1083.86 =| 0650
424264 0 0 424264 | 0 0 -6.35E-5 2.392
0 |-412.387[-824.774| 0 | 412.387 |-824.774 -2.83E-3 -0.530
0 824.774 | 1083.86 0 [-824774[ 221623 || -147E3 | | 1470
Barra2 f) +k,u, = f; (Paraobtener f, de cada barra)
"o | [ 70600.85) 0 0o |-706008] 0 o [ 231E3 7} [ 1768 ]
0 |[1810.563] 3264.17 0 |-1810.56 | 3264.17 1.61E-3 1.696
0 3264.17 [8002.519] O | -3264.17 | 3766.46 - 1.470
70600.8| O 0 17060085 © 0 2.29E-3 1.768
0  |-1810.56|-3264.17] © |1810.563|-3264.17 || -5.58E-3 1.696
0 3264.17 | 3766.46 0 [326417(8002519 || -421E-5 | | 4645 |

I
L




Barra 3 f; +k,u, = f; (Paraobtener f; de cada barra )

[0 ] [ 706008 o o |-706008| 0 o [ 6033 [ 1.888
0 0 |1810.563| 3264.17 | 0  |-1810.56 3264.17 || -3.07E-5 -1.876
0 {+| 0 [326417[800251| 0 |-3264.17] 3766.46 || -4.21E-5 |=| -4.645
0 -706008] 0 0 [70600.85| 0© 0 6.014E-3 1.888
0 0 |-1810.56 |-3264.17 0  |1810.563|-3264.17 || 3.94E3 -1.876

(0 | | 0 |326417[376646 | 0 [-3264.17[8002519 || 166E-3 | | 2120

Barrad4 [ +k,u, = f{ (Paraobtener /, de cada barra)

o 7| [ 42426.40] 0 0 |-424264| o0 o |[ -54385 ] [ 2608
0 0 [105.3078]412.3873[ 0 |-105307| o© -7.19E-3 0.530
0 [+| 0 l4123873{1684.924] 0 |-412387] O 1.66E-3 2,120
0 -424264] 0 0 [4242640] 0 0 0 2,608
0 0 [-105307[-421.231| 0  |105.3078| 0 0 0.530
0 0 0 0 0 0 0 o] 0

7.7.2 Diagramas.

2.39 ®

2.39

147 0.53 I
053

' 2.39

2.39

(Vo s3 M) 147

0.53 0.65

Fig. 7.3 Diagramas. Barra 1
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" 170 465

465;72"” ® ® &)

1.70
1.77 1.70

1.77 170 1.47
Fig. 7.4 Diagramas. Barra 2

1.89 ()

4 65 1.89 1@?8 9?5
h \\\
TR D
188

1.89 1.89 1.88 2.12
Fig. 7.5 Diagramas. Barra 3
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v ® @ @
_ 053
é‘._o_ 2.61 519

2.12

0 261 0.53 c

Fig. 7.6 Diagramas. Barra 4

7.7.3 Reacciones.
Rax=0.530 Ton
R4ay=2.392 Ton
Maz=-0.650 T-m
Rsx=-0.530 Ton
Rsy=2.608 Ton

Msz=0T-m

7.8 CASO I1. PARA CARGA HORIZONTAL.

Para el caso de la carga horizontal, se procedera de manera similar. E| sistema 2 resolver
nuevamente sera : K U =P, donde la matriz K de la estructura es la misma del caso

anterior y el vector de fuerzas externas F° sera :
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Resolviendo el sistema de ecuaciones KU=P donde la matriz de rigidez de la estructura no cambia y
P =F°—~F", secbtiene

[1.12020x107°
7.108739x10°°
~1796577x107
1.270328x107°
-2.258789x10~°
6.553938x107°
~7.107709x107°

L500532x107°
L0

[

I
]
R E T

L
[
>

Los vectores de desplazamiento en referencia global para cada barra son :

0 0 [112020x107 |1
0 0 71087x107¢ |2
_ |0 0 _ | -1.79651x107° |3
%1 =1112020%107 | %27 12703x107 |4
71087x10°° | -22587x107 |5
[ -1.79651x107 3 65539x107° |6
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7.8.1 Elementos cinematicos

Los vectores de desplazamiento u de cada barra en referencia tocal son :

[1.2703x1072

65539x10°"
14189x10°°

| 1.5005x107"

-22587x107°

-71077x10°¢

J
& 0 -4 O s

BarraNo.l £ 90° Sen 1 ; Cos O

L]

1.4189x107"
- 71077x10°®

.

8
1.5005x10° |9
0 0
0 0

0 fro

1
—

Do |o|o

1.1202x10 2

7.1087x10°°

oI O|e
olo|eoc|ol|—

OO~ OO

cleo|—lolo o

Lol 3} Qi uie 3 ot ) (ot [f Rt

BarraNo. 2 £ 33.69° Sen 05547 ; Cos

| -1.7965x10~

0.8321

T og8]os] o o o o I 112024107
0.5 0.8 0 0 0 0 7.1087x10°°
0 0 1 0 0 0 -1.7965x10
0 0 0 0.8 | 0.5 0 1.2703x10*
0 0 0 051 08 0 -2.2587x10 7

| 0 0 0 0 0 L ][ 6.5539x107° |

Barra No. 3 £ 32631° Sen 05547 : Cos 08321

08 | -05] 0 0 0 0 [ 12703x107
0.5 | 0.8 0 0 0 0 -2.2587x10
0 0 1 0 0 0 6.5539x10°°
0 0 0 08 | 05| 0 1.4189x10 ™
0 0 0 0.5 | 0.8 0 -7.1077x10 "¢

0 0 0 0 0 I 1L 15005x107° |

Wk = O DO

o R LW P —

oo -] oL

0
0
0

0.0000071
-0.011202
-0.0017965 }

0.009325

-0.006207

-0.0017965

0.0093172
-0.008925

-0.0000655

0.01182

0.005166
0.0000655
0.018106

0.007864

0.0015005




BarraNo. 4 £ 90° Sen | ; Cos O
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0 ! 0 0 0 0 1.4189x107% |7 -0.0000071

-1 0 0 0 0 0 27.1077x10 |8 -0.014189

0 0 1 ¢ 0 0 1.5005x107° |9 = 0.001500

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 0 0 0 0

o | o f ol o] o r L 0 o L 0]
El vector de fuerzas equilibrantes para cada barra.
Barra 1, +ky = /1
(o ] [ 424264 o0 0 |-424264] 0 o 1 1 [ 513 7]
0 0 | 412387 (824774 | 0 |-412.387| 824.774 3190
0 |+ 0 | 824774 221523 | O  |-824.774] 1083.86 =| 6923
0 -424264| 0 0 |424264| 0O 0 7.1E-6 -1.513
0 0 | -412.387|-824.774] 0 | 412.387 |-824.774 1.12E-2 3.190
0 i 0 |s24774] 108386 | 0 [-824774| 221623 || -1.79E-3 5837 |
Bama2 /7 +kyu = ff
’_0 ] [ 7080085 0 0 |-70600.8] o 0 [ o3283 | [ -0u65
0 0 [1810.563] 3264.17 0 |[-1810.56] 3264.17 -6.20E-3 -1.708
0 |+ 0 3264.17 |8002.519| 0 |-3264.17 | 3766.46 J.79E-3 = | -5.837
0 -70600.8{ O 0 [7060085] o 0 9.31E-3 0.165
0 0 |-1810.56-3264.17| 0 |1810.563|-3264.17 || -8.92E-3 -1,708
0 0 | 3264.17 | 3766.46 | 0  |-3264.17|8002.519 || 6.55E-5 0.321
Barra 3 ~fj_"+k3u3 =/
"o | [ 706008 0 0 |-70600.8] 0 o (T 1ase2 ] [ 1s13
0 0 1810.56 | 3264.17| 0  |-1810.56| 3264.17 5.16E-3 -0.810
0 |+ 0 | 3264.17 | 300251 0 |-3264.17| 3766.46 6.5SE-5 |=| 0321
0 70600.8] 0 0 70600.8 0 0 1.81E-2 1.513
0 0  |-1810.56|-3264.17| 0O 1810.56 |-3264.17 || 7.86E-3 -0.810
0 \_ 0 | 3264.17 [ 3766.46 | 0  |-3264.17] 800251 1.50E-3 3240 |




Barrad f +k,u, = f/

]
|

o | [ 4242640 0 0 |-424264| 0 0 -7.1E-5 1.513
0 0 1105.3078[4123873] 0  |-105.307] o -1 41E-2 0.810
0 |+ 0 14123873[1684.924] 0 [-412.231 0 1.50E-3 3.240
0 424264 0 0 . |42426.40] 0O 0 0 1.513
0 0 [-105.307 [-421.231 0 [1053078] 0 0 0.810
0 0 0 0 0 0 0 0

7.8.2 Diagramas.

319 | I I

-1.51 319 6.92
-1.51

Fig. 7.7 Diagramas, Barra 1

a.17 ® @ @

0.32 Q.17 7 0.32
-1.71
1N
)\'stm
0.17 1.71 584

0.17
Fig. 7.8 Diagramas. Barra 2
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151 0.32 | @

1.51 0.81

3.24
Flg. 7.9 Diagramas. Barra 3
1.51 0.81 3.24

1.51 0.81 0

Fig. 7.10 Diagramas. Barra 4

7.8.3 Reacciones
Rax=-3.190 Ton
Ray= -1.513 Ton
R4z=6.923 T-m
Rsx=-0.810 Ton
Rsy=1.513 Ton

Rsz=0T-m



8. CONCLUSIONES

A lo largo del presente trabajo se ha desarrollado el método de rigideces para resolver
cualquier tipo de estructura reticular. El método permitié analizar las estructuras desde una

perspectiva que tiene como fondo un tratamiento matematico matricial.

Las ventajas que se pueden sefialar de este método son las siguientes :

1. Al darle un enfoque matricial, el método es sumamente sencillo para programar en una
computadora personal y resolver los problemas de una manera eficiente.

2. Esta forma de presentar el método de rigideces, tiene la ventaja de no modificar fos
conceptos del método cuando se trata de resolver o programar estructuras en el espacio,
ya que el modelo matematico seguira siendo el mismo.

3. De la misma manera, los conceptos, arreglos matriciales y metodologia, serviran de base

para una introduccion al Método del Elemento Finito.

99
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4. El alumno de licenciatura y el de posgrado al terminar el curso. tendran un programa
para resolver estructuras, cada uno de ellos con las caracteristicas del programador, de
acuerdo con su habilidad y conocimientos. La expeniencia que se tiene al haber
impartido este curso varios afios, indica que en el lapso de un semestre se puede hacer un

buen programa, tan confiable y eficiente como los comerciales.

Finalmente, se puede decir que esta materia es clave para el area de las estructuras por su
vinculacion con otras materias como lo son : estatica, mecanica de materiales, mecanica del

medio continuo., métodos numéricos, elemento finito, mecdnica de suelos y cimentaciones.

Como lineas de investigacion o continuacion a este trabajo se tienen :

|. Desarrollar los modelos matematicos para obtener el vector de fuerzas de fijacion para
los distintos tipos de carga y apoyos en los extremos de la barra, tanto en el plano como
en el espacio.

2. Las caracteristicas que tienen los sistemas de ecuaciones lineales en las estructuras
KU=P, hace que algunos métodos de solucion sean mas rapidos y eficaces que otros. Se
propone que en este curso ¢ bien en un curso de métodos numéricos se estudien los
principales métodos para resolver sistemas de ecuaciones basados en la eliminacién de
Gauss : Gauss, Gauss - Crout, Choleski, banda o unidimensional. Estos programas ya
existen pero se aplicarian los nuevos lenguajes.

3. Continuar con los casos particulares de reticulas, vigas continuas y armaduras, ¢ bien

desarrollar el caso tridimensional y elementos de seccion variable.
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