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CAPITULO I

INTRODUCCION

A principios de siglo se inici6 la construccion de presas relativamente grandes en
zonas de alta sismicidad. Esto plante6é nuevos problemas a los ingenieros disenadores
para garantizar su seguridad ante la accidén de cargas sismicas importantes.

Durante un sismo se incrementan notablemente los esfuerzos en el material que
forma el cuerpo de la cortina. Este incremento tiene dos causas: la primera son las
fuerzas de inercia debidas a las aceleraciones de la propia cortina y la segunda es la
presion hidrodinamica, adicional a la presién hidrostatica, que aparece como respuesta
del agua almacenada a la accién del sismo. En el presente trabajo se estudiara

precisamente este efecto.
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El estudio mas simple de la presion hidrodinamica se hizo sobre la base de las
siguientes hipoOtesis: el flujo es irrotacional e inviscido; la cortina es rigida y su
paramento mojado es vertical; la base de la cortina es rigida y horizontal, la longitud del
embalse es infinita y la excitaciéon es armoénica, horizontal y de pequena amplitud [2].
Bajo estas hipotesis y resolviendo la ecuacién de Laplace , ecuacion (IL.10), se puede

deducir la siguiente expresion para calcular la presion hidrodinamica

B 0 (_l)n+l */l,,i y
pzzxopH;Te ”cos(i"-ﬁ (L1)
donde:
2n—-Dn
A :<__2_> 12)

En esta expresion, x y y son las coordenadas cartesianas, // es la profundidad
del agua en el embalse, p es la densidad del agua, X, es la aceleracion del terrenoy pes
la presién hidrodinamica .

Por facilidad, se acostumbra calcular la presion hidrodinamica con la siguiente

expresion:
"X:O
pP=Yy H;Cp =yHC,C,

donde v es el peso especifico del agua, C, es el coeficiente sismico y Cp es el coeficiente
de presion.
El coeficiente de presidon se puede interpretar como la relacién entre la presién

hidrodinamica y la presion hidrostatica en la base afectada por el coeficiente sismico, y

es igual a

P ) aE oy
C":}/HCSZZE 2 e ”cosinﬁ (1.3)

En la figura 1.1 se muestra el comportamiento del coeficiente de presion C ,- En

ella se observa que la presion hidrodinamica maxima se encuentra en el fondo del

paramento de la cortina y es igual a p, = 0743y H(C . El empuje hidrodinamico que
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actua sobre cada metro de ancho del paramento vertical de la cortina se encuentra

facilmente integrando la ecuacion (I.1) y es iguala 0543 y H* C,.

0¥

Cp=p/yHCs

Fig. 1.1 Coeficiente de presion en liquidos incompresibles en x/H=0,0.5,1y 2

En la misma figura 1.1 se observa también que la presion hidrodinamica
disminuye rapidamente al alejarse de la cortina, y a una distancia del orden de tres veces
la profundidad del embalse, la presion practicamente desaparece.

En el ano de 1933 Westergaard [1] publico el primer trabajo cientifico que tuvo
importancia practica y que representa la piedra angular en las investigaciones en esta
area. Westergaard presentd una expresién para calcular la presion hidrodinamica
considerando la compresibilidad del agua.

En su forma actual, la expresién para calcular la presion dinamica considerando
la compresibilidad del agua se deduce al resolver la ecuacion de Helmholtz, ecuacion
(I1.9) tomando en cuenta las mismas hipOtesis mencionadas anteriormente pero
considerando adicionalmente la compresibilidad del liquido. Esta expresion se escribe

como [2]



<0 _l n+! . v:_
p=2X,p HZ( ) e " cos(A, l) (L4)
= 7, A, H
donde:
_ 2 2
V=N An — Q2 (L5)
y
o H
Q=—"— (L6)

En esta ultima expresion @ es la frecuencia circular de la excitacion, ¢ es la
velocidad de las ondas de compresion en el agua, ¢=1438m/s, () es la frecuencia

excitadora normalizada y A, se calcula con la formula (1.2).

Analogamente al caso anterior, la ecuacion (I.4) se puede expresar en la siguiente

forma
p=yHC.C, (L7)

donde ahora el coeficiente de presion C , se determina por la siguiente ecuacion:

© _1 n+l -"i
C,=2 Z( ) er”cos(/ln%) (L8)

De las ecuaciones anteriores resulta evidente que el coeficiente de presion
depende de la frecuencia de la excitacion (), y que en general es una cantidad compleja.
En las figuras 1.2 y 1.3 se muestra el comportamiento de este coeficiente para distintos

valores de Q).

En la figura 1.2 se observa que para frecuencias excitadoras mayores que la
frecuencia fundamental del embalse (> 7z/2) los valores del coeficientes de presion
son mucho menores que los correspondientes a frecuencias mas pequenas que la
fundamental del embalse (Q<7r/2). De aqui se puede concluir que los modos
superiores de vibracion tienen poca importancia, como era de esperarse.

Por otro lado en la figura 1.3 se ve claramente que para frecuencias excitadoras
Q< 7x/2 el coeficiente de presion tiende a disminuir rapidamente al aumentar la
distancia x. Asi, para una distancia x = 3H el coeficiente de presién es practicamente

igual a cero, es decir a esta distancia la presion hidrodinamica se desvanece como

consecuencia de la radiacion de las ondas de presion.
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Fig. 1.2 Coeficiente de presion en liquidos compresibles en x/H =0 para (2=1,3y6

................ coeficiente de presion para liquidos incompresibles
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Fig. 1.3 Coeficiente de presion en liquidos compresibles en y/H =05 para Q=1,3y6
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De lo anterior se puede comprobar que la hipotesis de embalse infinito es
correcta ya que por lo general la longitud del embalse es mucho mayor que 3/ . Cabe
mencionar que este comportamiento es similar al caso anterior cuando no se
consideraba la compresibilidad del agua.

Por el contrario, para frecuencias €2 > 7[/ 2 el coeficiente de presion no tiene una

tendencia definida aun para distancias muy grandes.
Muchos anos mas tarde Chopra [3] encontro que la expresion (1.4) es

tedricamente correcta para frecuencias excitadoras menores que la frecuencia
fundamental del embalse () < 7/2 ), pero ya no es adecuada cuando Q > 7/2 ya que no

toma en cuenta la parte de la respuesta que no esta en fase con la excitacion.

Otra contribucion de Westergaard que tiene gran importancia practica es la idea
de que la presion hidrodinamica tiene el mismo efecto sobre la cortina que el que
causaria cierto cuerpo de agua adherido a ella y que se mueven en conjunto hacia
adelante y hacia atras, mientras que el resto del embalse permanece en reposo. Es decir,
el efecto de la presion hidrodinamica es equivalente a un aumento de la masa de la
presa. Una vez conocida la presion hidrodinamica es facil calcular la masa adherida, sin

embargo, Chopra (3] hace la observacion de que para frecuencias excitadoras Q > 7r/2

la presion hidrodinamica puede no ser equivalente a los efectos de inercia de la masa
adherida, excepto para pequenas profundidades.

Otro paso importante en las investigaciones de la presion hidrodinamica fueron
los trabajos experimentales realizados por Zangar (4] quien, aplicando un método de
analogia eléctrica en un tanque electrolitico, determiné los valores del coeficiente de
presion para diferentes formas del paramento mojado de la cortina.

En las ultimas décadas han aparecido gran cantidad de trabajos en esta area de
la ingenieria sismica [5] realizados por notables investigadores, que han esclarecido la
influencia de muchos factores en la presién hidrodinamica. Desde hace varios anos se
tiene forma de calcular la presion hidrodinamica considerando los efectos de la
inclinacion del paramento de la cortina, la aceleracion vertical, el oleaje sismico, de
perturbaciones estocasticas, de la curvatura de la presa, de algunas formas geométricas
simples del embalse, entre otros factores (31, [5], [6], [7], [8].

Hasta finales de la década de los anos sesentas, el anélisis sismico de las presas se
hacia en dos fases independientes: (1) se obtenia la respuesta sismica de la presa
ignorando el embalse y (2) se calculaba la presion hidrodinamica considerando que la

presa era rigida. Ya en esos anos se habia llegado a la concepcion de que el problema



debia resolverse en forma integral, es decir, analizando el sistema completo presa-
embalse y considerando los efectos de interaccion entre ellos [8]. Para esa época ya se
habian desarrollado aplicaciones importantes del método de los elementos finitos
(MEF) a problemas de fluidos.

La aplicacién del MEF constituyé un nuevo avance en el analisis sismico de las
presas. Este método en principio permite analizar el sistema presa-embalse en forma
integral, tomando en cuenta los fenomenos de interaccion entre las partes a través de
las condiciones de frontera correspondientes.

Por otro lado, la aplicacion del método de los elementos finitos permite
considerar factores que con las técnicas anteriores era practicamente imposible hacerlo.
Entre estos factores se pueden mencionar: la forma de la cortina, la topografia del
embalse, la composicion de la cortina con materiales de distintas propiedades, el
comportamiento no lineal de la estructura, la flexibilidad del fondo del embalse y otros
factores de gran importancia.

Para la aplicacion del MEF es necesario discretizar la cortina y el embalse. Para
esto, el embalse que se considera infinito se debe truncar a cierta distancia de la cortina.
A ]a seccion donde se trunca el embalse se le lama frontera de radiacion.

El hecho de truncar el embalse introduce una frontera artificial en la cual se debe
cumplir cierta condicion que de alguna manera sea equivalente al efecto que causaria la
parte del embalse que se eliminé. Es evidente que la introduccion en el analisis por
elementos finitos de la frontera de radiacion adecuada es muy importante, ya que de ella
depende en cierta medida el grado de exactitud de los resultados.

En las ultimas tres décadas gran parte de las investigaciones se han orientado
hacia la busqueda de la frontera de radiacién adecuada y a la aplicacién del método de
los elementos finitos en forma eficiente [8], [9], [11],[12], [13], [14]. Precisamente este
trabajo se enmarca dentro de este contexto.

Algunos investigadores han aplicado con buenos resultados algunas variantes del
analisis por elementos finitos. Chakrabarti y Chopra [15] proponen considerar el sistema
cortina-embalse como si estuviera compuesto por dos subestructuras: la cortina
representada por un sistema discreto y el embalse considerado como un continuo de
longitud infinita. Saini, y col. [16] considerando el sistema cortina-embalse compuesto
por dos subestructuras y con la variante de que el embalse se modela en parte por

elementos finitos estandar acoplados a elementos infinitos.



Una herramienta alterna muy efectiva para el analisis de presiones
hidrodinamicas es el método de los elementos de frontera [17]. Este método puede ser
mas eficiente que el MEF en el caso del analisis tridimensional del embalse.

A la fecha se ha avanzado notablemente en este campo de la investigacion, pero
aun quedan varios problemas complejos por resolver, y es por esta razon que continua
creciendo el interés por esta area de investigacion.

El objetivo de este trabajo es desarrollar las expresiones que caracterizan las
condiciones que se deben cumplir en la frontera de radiacion para los tres casos
siguientes: (1) considerando la formacion de oleaje en la superficie del embalse, (2)
tomando en cuenta la flexibilidad del material del fondo del embalse y (3) considerando
tanto el oleaje como la flexibilidad del fondo. Las condiciones de frontera obtenidas se
analizaran y se compararan con los resultados reportados en otros trabajos.

En el segundo capitulo se dara un breve resumen de las ecuaciones
fundamentales de la hidrodinamica que se emplearan mas adelante en los desarrollos
teodricos. También, se presentaran y comentaran algunas de las condiciones de frontera
relevantes para este trabajo.

En el tercer capitulo se presentaran y discutiran las condiciones en la frontera de
radiacion mas comunes.

El cuarto capitulo constituye la parte central de esta tesis y ahi se presentaran los
desarrollos teoricos de las fronteras de radiacién propuestas y se comentaran los
resultados obtenidos.

En el quinto capitulo se hara la formulacion del analisis del embalse por
elementos finitos incorporando las condiciones en la frontera de radiacion obtenidas en
el capitulo anterior.

Por ultimo se presentaran las conclusiones de este trabajo,



CAPITULO II

RESUMEN DE ECUACIONES FUNDAMENTALES
DE LA HIDRODINAMICA. CONDICIONES DE
FRONTERA

Las ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica tienen gran importancia en el
desarrollo del presente trabajo. Por esta razén se considera conveniente dar un breve
resumen de las ecuaciones mas importantes .

Por otra parte, las ecuaciones de la hidrodinamica se resuelven junto con las
condiciones de frontera que particularizan al fendmeno estudiado, por ello también se

analizaran algunas de las condiciones de frontera de mayor interés para esta tesis.
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I1.1 Simbologia

En las expresiones que a continuacién se presentan se adoptaran los siguientes

simbolos:

X, Y,z Coordenadas Cartesianas

! Tiempo

p=plx,y,z1) Presion hidrodinamica

V=V(x,y,z1) Vector velocidad de las particulas del flujo

u=u(x,y,z,l) O u
v=v(x,y,2,1) 6 u Componentes cartesianas del vector

velocidad
w=w(x,y,z,1) 0 u

ja Aceleracion de las fuerzas de cuerpo

F.,F, F, Componentes de la aceleracion de las

X yo

fuerzas de cuerpo

Aceleracion de la fuerza de gravedad

Densidad

Amplitud de la presion hidrodinamica
=¢(x,y,2) Potencial de velocidad

Peso volumeétrico

N ST W

I1.2 Ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica

Entre los conceptos y las ecuaciones mas importantes de la hidrodinamica se

encuentran los siguientes:

Teorema de Cauchy-Helmholtz

En el caso mas general, el movimiento de las particulas de un liquido se compone

de tres tipos de movimiento independientes: traslacion, rotaciéon y deformacion.



Componentes del movimiento rotacional

El movimiento de rotacion de una particula tiene tres componentes en relacion

con los tres ejes cartesianos, que se expresan como sigue

1[(9112 5%)
w0 = —

) Eﬁ oz
1({Jdu. Jdu
_ljou ou, (L1
Dy Z(ﬁz &x) /

] Lauy 7 ux]
W, =7 -
‘£ 2\dx Oy
Flujo irrotacional. Potencial de velocidad
Si la particula no tiene movimiento de rotacion, es decir solo tiene movimiento de

traslacion y de deformacion, entonces se dice que el flujo es irrotacional. En este caso,

las componentes del movimiento de rotaciéon son igual acero, esto es

y por lo tanto, para que el flujo sea irrotacional, de acuerdo con las expresiones (II.1), se

debe cumplir

Ju du

z _ Yy
y Oz
ou, _ou,
dz  Ix (11.2)
5uy ﬁux

&x—&’—y
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Las condiciones anteriores determinan la existencia de cierta funcion que solo
depende de las coordenadas y el tiempo, llamada peotencial de velocidad Del

cumplimiento de las condiciones del flujo irrotacional, se deduce que

a¢

u =-—

* Ox

_ 99
u, —6’)}/ (11.3)

¢

u =—

‘0z

donde ¢ = ¢(x, y,z) es el potencial de velocidad. El flujo irrotacional es un flujo con

potencial.
Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler o ecuaciones de la hidrodinamica se obtienen aplicando
la segunda ley de Newton a un volumen diferencial con forma de paralelepipedo
contenido en un liquido no viscoso e incompresible, en movimiento. La presién
hidrodinamica es normal a cada cara del paralelepipedo. Estas ecuaciones comunmente

se expresan de la siguiente forma

du Ju Jdu Ju du 1Jdp
—— = tu——+V_— 4w = ——

dt ot dx Oy Oz "_po”x

dv OJv ov av ov 1 dp
— = HtU TtV W — = ——

di ot "ox Ay oz Y pay L4

dw Jdw  Jow  Jdw ow 1dp
=t UV —_—+Ww—— = —

dt ot " ox Py Sz ¢ pos

donde F_,F , F, sonlas componentes de la aceleracion de las fuerzas de cuerpo.

x 7 yo

En forma vectorial estas ecuaciones se expresan como sigue



av_ov
di Ot

+(y.v)V:F—$graa’p gy

Si no se consideran las fuerzas de cuerpo entonces las ecuaciones de Euler se

escriben como

_dw_ 1op

a"—dt_ p Ox
dv 1 dp

a = = —-—

Yo dt POy (12)
dw 1Jp

a4 =— = _——&

Toodt p Oz

donde a,,a,,a, son las componentes de la aceleracion de la particula. Sustituyendo las

expresiones para el potencial de velocidad en estas ultimas expresiones se encuentra
facilmente que

__, 9
p=-p gy (11.6)

Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad representa la ley fisica de la conservacion de la
materia. En el caso de un liquido compresible esta ecuacion puede comprenderse en la
siguiente forma: las variaciones temporales de masa que ocurren en un volumen
diferencial de dimensiones constantes se deben a las variaciones de la densidad del flujo.

Para el caso de flujo estacionario esta ecuacion se escribe en la siguiente forma

dpu) dlpv) pw)
Ox dy oz L7

0 en forma vectorial
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V-(pV)=0 (L7’

En el caso particular de liquidos incompresibles, la ecuacion de continuidad
expresa que independientemente de las deformaciones que experimente el flujo la
cantidad de masa es constante. En este caso la densidad es contante y la ecuacion de

continuidad se escribe como

Ju Ov Jw 0
—+ +— =
ox Jdy Oz (1L8)
0
VV=0 (11.8’°)

Ecuacion de onda o Helmholtz

La ecuacion de onda es la ecuacion gobernante de los fen6menos dinamicos en
los fluidos compresibles. En el caso bidimensional esta ecuacién se expresa, en términos

de la presion hidrodinamica, como

dp p 1 p
oxt "oy a0 o)

0 en términos del potencial de velocidad se escribe como

¢ 4 1 g
oxt Tay ol P (.97

donde ¢ es la velocidad de las ondas de compresion. Para el agua ¢ = 1438m/s.

Ecuacion de Laplace

En el caso particular de fluidos incompresibles, las ondas de presion viajan con
velocidad infinita (c=o) y segun la férmula (I1.8’), la ecuacion que gobierna el

movimiento de estos liquidos es



L5

2 2
__jqj+j‘f:0 (11.10)
x Y

V2¢:O (1110’)

11.3 Condiciones de frontera

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento de los liquidos se
resuelven acompanadas de las condiciones de frontera propias de cada problema en
particular.

A continuacién se presentan algunas de las condiciones de frontera de uso mas

frecuente.
Condicién en la superficie de los cuerpos rigidos

Las particulas del liquido no pueden penetrar la superficie de los cuerpos rigidos
con los que tienen contacto. Es por esto que en el contacto con las fronteras solidas las

velocidades del liquido estan dirigidas conforme a la normal exterior. Es decir

9 _
on =u, (Ir11)

0 en términos de la presion hidrodinamica y considerando las ecuaciones (I1.5)

ap du,

_a‘;:_p di =-pa, (Ir11’)

donde » es la normal exterior y a, es la componente normal de la aceleracion de las

particulas.
Condicion en la superficie libre del liquido
Si se considera que las particulas del liquido que se encuentran en la superficie

libre no tienen movimiento vertical, entonces se debe cumplir que en dicha superficie la

presion es igual a cero,



p. =0 (IL12)

donde p. es la presion en la superficie libre del liquido.

Condicion de oleaje en la superficie del liquido

Debido al movimiento de la cortina, en la superficie del embalse se desarrolla
cierto oleaje sismico. El efecto de este oleaje se puede considerar a través de la

ecuacion de Poisson, que se expresa como

o 1 &*
e, - ‘f:o (IL13)
dy gaot

Esta condicion de frontera se obtiene de la siguiente manera. Supongase que la
superficie libre del liquido se mueve verticalmente con respecto a cierto nivel estatico.
Entonces, la velocidad de movimiento de la superficie libre en la direccion vertical es

igual a

V=00 (a)

y la presidn hidrostatica sobre el nivel estatico es

P=pPgY (b)

Derivando la ecuacion (b) con respecto al tiempo, se obtiene

ap dy

or PEar

Derivando una vez mas y despejando, se encuentra

ov 1 p

ot pgor’

(c)


file:///_cPjp

Relacionando las ecuaciones de Euler (I1.5) con la ecuacion (c) se llega a

ap 17p
LS
dy got

que es la ecuacion (IL.13). Se ha encontrado que esta ecuacion da resultados

satisfactorios [5].
Condicion de fondo flexible

Hall y Chopra [10] propusieron una condicién de frontera para considerar el
efecto de la flexibilidad del material del fondo del embalse.

Para deducir esta ecuacion se parte de la hipotesis de que en la interfase entre el
liquido y la cimentacién flexible son vdlidas las expresiones (IL.5) que establece la
proporcionalidad entre el gradiente normal de presion y la componente normal de la
aceleracion. Sin embargo, esta aceleracion debe considerar el efecto de la interaccion
fluido-cimentacion. Esto es, la aceleracion real debe estar compuesta por una parte de la
aceleracion de campo libre y por otra parte de la aceleracion causada por el efecto de
interaccion.

Ademas, debido al efecto de interaccion fluido-cimentacion, se cumple que en
esta frontera la presion hidrodinamica en el fluido es igual al esfuerzo de compresion en
la roca de la cimentacion.

La condicion de flexibilidad del fondo es

dp

/4 A —
- _ 1114
dy y=0 ga).+1a)qpy:0 ‘ /

donde y es el peso especifico del agua, a, esla componente normal de la aceleracion, p

es la amplitud de la onda de presion, @ es la frecuencia excitadoray g es el coeficiente

de amortiguamiento, que se calcula por la siguiente férmula




donde en estas ultimas expresiones «, es el coeficiente de reflexion, y, es el peso

volumeétrico de laroca y c, es la velocidad de las ondas de compresion en la roca.
Una onda de presion que viaja horizontalmente en el fluido y que choca contra
una cimentacion flexible e inmévil produce aceleraciones en la frontera pero solo por

interaccion ya que la aceleracion de campo libre a, es igual a cero. En este caso la

condicion de frontera se escribe de la siguiente manera

dp

dy o

y=0
Condicion de frontera en el infinito

La energia de la onda de presion se pierde rapidamente por radiacién. Por lo
tanto, es logico suponer que a una distancia muy grande de la cortina ya no hay presion
hidrodinamica, es decir

P =0 (I1.15)

X=w



CAPITULO III

ANALISIS DE LAS FRONTERAS DE RADIACION

El anadlisis dinamico de una presa es un problema muy complejo en el que
intervienen indudablemente la naturaleza del movimiento del terreno y las
caracteristicas propias de la presa, sin olvidar que los fendmenos de interaccion presa-
embalse, suelo-estructura y suelo-embalse tienen gran importancia.

Actualmente, el analisis dinamico del sistema presa-embalse se realiza aplicando
el método de los elementos finitos. Este método requiere de la discretizacion de la
cortina y del embalse, pero ya que este ultimo se considera infinito entonces se debe
truncar a cierta distancia de la cortina. Esto introduce una frontera artificial en el
sistema presa-embalse a la que se le di6 el nombre de frontera de radiacion. Es evidente
que en la frontera de radiacion se debe cumplir alguna condicién que sea equivalente al
efecto que causaria la parte del embalse que se elimina. En primer lugar, la condicion
que se debe cumplir en la frontera de radiacion tiene que considerar las pérdidas de
energia que experimenta la onda de presion.

En este capitulo se analizaran las condiciones en la frontera de radiacion que se

han empleado con mayor frecuencia hasta la fecha.
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II1.1 Fronteras de radiacion

Sommerfeld [18] al aplicar la ecuacion de onda a un dominio de longitud infinita
propuso truncar el dominio a una distancia suficientemente grande donde la onda se
pueda considerar plana. Bajo esta hipotesis dedujo que en la frontera de radiacion se

debe cumplir la siguiente condicion:

:-li}Z (I11.1)

c Ot

ap
on

x=

donde ¢ es la velocidad de la onda, L es la distancia a la que se trunca el dominio y »
es la normal a la frontera de radiacion. Para el caso de fluidos incompresibles ¢ = o y la

condicion de Sommerfeld se convierte a

ap
on

=0 (IIL.2)

x=L

La ubicacion espacial de la frontera de radiacion es un aspecto importante ya que
de ella depende en gran medida la exactitud de los resultados y la eficiencia del método
de los elementos finitos. Por esta razon es importante encontrar una condicién de
frontera que permita truncar el embalse 10 mas cerca posible de la cortina para reducir
el dominio de discretizacion del embalse y entonces aplicar el método de los elementos
finitos de manera eficiente.

Anos mas tarde, Zienkiewics y Newton [19] deducen la condicién de la frontera
de radiacion en liquidos compresibles de la siguiente forma. La ecuacién de onda plana

de presion en direccion x se puede escribir como

p:F(x—cl) (@)

Si se hace z = x—cl, entonces p = F(z) . Derivando esta ultima expresiéon con respecto

a z se obtiene

—_—— FI
5 (Z) (b)
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Como Jz/Jt = —c, entonces

dp Opoz

—=———=-cF'(z

ot~ 0z o1 ) (c)
Sustituyendo la ecuacion (b) en (c) y considerando que ﬁz/ﬁx =1 se obtiene,

aplicando la ley de la cadena

dp _dp  1Jp
é’n:é‘x* ¢ Ot (@

que es la misma condicion de Sommerfeld. Esta condicion es equivalente a colocar un
elemento de amortiguamiento en la frontera de radiacion.

Humar y Roufaiel {9] comprobaron que esta condicion no da resultados
aceptables para frecuencias excitadoras mayores que la primera frecuencia natural del

embalse (@ > w, ). Estos mismos investigadores proponen otra condicion de frontera de

radiacion, deducida a partir de la hipotesis de que a distancias suficientemente grandes,
la componente de la respuesta de la presion hidrodinamica que esta fuera de fase con la
excitacion se puede despreciar para frecuencias excitadoras mayores que la primera
frecuencia natural del embalse. Esta condiciéon de frontera se escribe en la siguiente

forma

op

— =0 para @ < o, (1r.3)

an| .
op I (a)l)z op ,
or __ L _[@) 9P (IIL.3°)
on| c w/ ot|_, para @ = o,

donde @ es la frecuencia excitadora, w, la frecuencia natural del embalse y L la

distancia a la que se ubica la frontera de radiacion.

Los investigadores mencionados comprobaron que los resultados obtenidos
empleando las condiciones (III,3) y (II1.3’) son mejores que los obtenidos empleando la
condicion de Sommerfeld cuando la frontera de radiacién se ubica a una distancia de la

cortina mayor o igual que dos veces la profundidad del embalse.
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Sharan [11) ha propuesto una expresion para la frontera de radiacion que se
obtiene por simple derivacién de la solucion clasica de la presion hidrodinamica para
liquidos incompresibles, ecuacion (I.1). Ademas Sharan consider6 que para distancias
suficientemente grandes el segundo y todos los demas términos de la sumatoria se

pueden despreciar, y la condicion de radiacion queda como sigue:

orp z

= (111 4)
on .

Se debe notar que a grandes distancias de la cortina (figura I1.1) la presion
hidrodinamica desaparece y la condicion anterior se transforma en Jp/dn=0, que
coincide con la condicién de Sommerfeld.

Empleando la condicién (II1.4), se puede ubicar la frontera de radiacion a una

distancia L = 01 H y obtener resultados satisfactorios. Sin embargo se puede comprobar

facilmente que para estas distancias no es conveniente despreciar los términos de la
sumatoria de la ecuacion (1.1).

Posteriormente, Sharan [12] propuso una nueva condicién para la frontera de
radiacion que dedujo derivando directamente la soluciéon clasica de la presion
hidrodinamica en liquidos compresibles, ecuaciéon (1.4). Esta condicion se expresa en la

siguiente forma

ap dp ap
s N B S IIL5
on . Ox L ot L ¢ /
donde
i an (IIL.6)
Z - n=\
Qc iq_n
n=1\ fn
y

net g y
—)"e (/1 )
(-D"e cos| 4, %

2n—1

q9, =

siendo A, =(2n-Dr/2, f, =2} -Q* yQ=wH]/c.



o
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Es notorio que la ecuacion (IIL.5) tiene la misma estructura que la condicion de

Sommerfeld. Esta misma condicion puede expresarse en la siguiente forma

ap|  _ _g_ﬁ_p+ﬁg (IIL.7)
ox . c Ot c

x=L

donde a y B son los parametros de amortiguamiento que se determinan con la ayuda
de la ecuacién (IIL6). Se puede comprobar que a =0 para w <®, ¥ [ = Opara
w, <@ < w,. De esto se deduce que no es correcto considerar dp/dx =0 cuando < o,
como se propone en las ecuaciones (II1.2) y (IIL3). En las figuras IIL.1, IIL.2 y IIL.3 se
muestra el comportamiento de los coeficientes a y S, para distintos valores de la

frecuencia excitadora Q y para diferentes posiciones de la frontera de radiacion.
En la figura IIL3 se nota claramente que para valores de () menores que los

correspondientes a la segunda frecuencia natural de vibraciones del embalse, los

parametros de amortiguamiento @ y f se estabilizan rapidamente.

0.8 t— Q=6

0.6

Vv

0.4 —

02—

a

Fig. ll.1 Efecto de la ubicacion de la frontera de radiacion y de la frecuencia
excitadora en el parametro o« en L/H=05y1 para Q=1,3y6
———————————————— L/H=05 e LIH=2



: 1 T 1 T
=1
0.8 —
0.6 - —
Q=

04 —
021 —
0 I | [

-16 -14 -12 -1 -0.8 -0.6 -0.4 04

p
Fig.ll.2 Efecto de la localizacion de la frontera de radiacion y de la frecuencia
excitadora en el parametro 8 en L/H=05y2 para Q=1,3y6
----- L/H=05 vvrerieieee LIH=2
L3 T T 1 T T T | T |
Q=6
1= -
J/
Q=3
05 -
Q=6

e - I S —

v/ --\\\\ Il’ \\\\\ l’ Q = 1 ~\\\\ l’ ‘\~\~
-05 - _
-1 |
Q=1

15 | | L I | L | ] !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L/H
Fig.lll.3  Efecto de la ubicaciéon de la frontera de radiacion en los parametros o y 8

eny/H=05 para Q=1,3y6.
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Recientemente, Sharan [13] propuso otra condicion para la frontera de radiacion
que considera ademas la absorcion de la energia de las ondas de presion por el material
del fondo del embalse, con base en la condiciéon de frontera propuesta por Hall y Chopra
[10] para este fin.

La condicion de radiacion resultante se expresa en la siguiente forma

apl L (I1.8)
ox i H &=L

=L

donde ¢ = /4’ - Q’ y B esla primera raiz de la siguiente ecuacion

L Ly
wqH+p,

siendo ¢ un coeficiente que depende de las propiedades del material del fondo del

embalse como se explico en la seccién I1.3.
La condicion (II1.8) posee la simplicidad de la ecuacion de Sommerfeld y de la
ecuacion (IIl.4). Se comprob6é ademas que usando esta condicién de frontera se

obtienen muy buenos resultados para L = 0.1H y para un amplio rango de frecuencias

excitadoras excepto en las cercanias de la segunda y tercera frecuencias naturales del
embalse donde se observo un error relativamente pequeno.

Para que la mayoria de las condiciones de radiaciéon conocidas arrojen buenos
resultados es necesario que se haga una adecuada discretizacion del espacio ocupado
por la parte finita del embalse. Recientemente Li y col. [14] propusieron una condicién
de radiacion que no depende de la discretizacion del embalse y en este sentido es una

condicion exacta. Esta condicion se expresa en la siguiente forma

w0 H
Vi -n* = ~Ziz(y’—w—)fgm (v.0)y(Y.0)ay (II1.9)
0

m=1 m

\fﬂj “(CU/C W)2 , d, = (I/Zﬂm)[ﬂmH— sen (,8,,, H)cos([)’m H)]

g, (Y,a)) =senf, (H~-Y), v es el potencial de velocidad, n” es la normal exterior a la

I+

donde a, =

)

superficie de radiaciény V es el operador gradiente.
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Los valores de [, son las raices de la siguiente ecuacion trascendente

B, cot (,B,,,H) +iwE=0

donde ¢ es el coeficiente de amortiguamiento del material en el fondo del embalse y que
se determina en funcion de sus propiedades elasticas (g en la ecuacion I1.14).

El empleo de esta condicion de frontera permite obtener excelentes resultados
para un amplio rango de la frecuencia excitadora, empleando un numero moderado de
términos de la sumatoria (aproximadamente diez). Una ventaja importante en este caso

es que requiere una malla poco densa para lograr buenos resultados.



CAPITULO IV

DESARROLLO TEORICO DE LAS FRONTERAS DE
RADIACION

El objetivo de este capitulo es obtener y analizar las expresiones que representan
la frontera de radiacién y que consideran los efectos: (1) del oleaje, (2) de la flexibilidad
del material del fondo del embalse y (3) del oleaje y de la flexibilidad del fondo
simultaneamente.

Los modelos de radiacion propuestos se desarrollaran sobre la base de las
siguientes hipotesis generales:

+ el fondo del embalse es horizontal,
e la cortina es rigida y con paramento mojado vertical,
e elliquido es compresible e inviscido,
+ lalongitud del embalse es infinita,
e el movimiento del suelo es horizontal, armoénico y de pequena amplitud y
e el problema es bidimensional.
Ademas se incluiran otras hipétesis que caracterizan cada modelo de radiacion

en particular.
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IV.1 DESARROLLO DE LA FRONTERA DE RADIACION QUE
CONSIDERA EL OLEAJE

En este caso se tomara en cuenta el efecto del oleaje generado en la superficie del

liquido debido al movimiento de la estructura.

IV.1.1 Ecuacion gobernante

La presion hidrodinamica desarrollada por un liquido en movimiento que cumple

con las condiciones mencionadas anteriormente, esta gobernada por la ecuacion (11.8)

dp p 1
2t 2T
dx* Jdy° ¢ Ot

=0 (IV.1)

donde x y y son las coordenadas cartesianas, p = p(x, y,?) es la presion hidrodinamica,

¢ esla velocidad de las ondas de compresion en el agua (¢ = 1438m/s) y ¢ es el tiempo.

IV.1.2 Condiciones de frontera
Ademas de las condiciones de frontera mencionadas al inicio, en este caso se
deben cumplir las siguientes condiciones adicionales:

¢ Se considera que el suelo y la cortina vibran con una aceleracion horizontal igual a
¥ (1) =X, e'o! av.z)

donde x, esla amplitud de la aceleracién armonica del suelo, @ es la frecuencia circular

de vibracién e i = v/~ 1.

¢ Como consecuencia del movimiento de la cortina, se genera un oleaje en la superficie
libre del agua que, se supone, afecta a la presion hidrodinamica. El efecto del oleaje se
considera a través de la condicion de frontera de Poisson, que establece que en la

superficie libre del liquido se cumple la siguiente expresién

TP, P
or’ Oy Vo

=0 (IV.3)
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e En x = 0, el movimiento de la cortina y las particulas del agua es el mismo. Entonces,

de las ecuaciones de Euler (ec. I11.4) se cumple

ap - it ([V4)
D =——=pX.e .
Ox x P X,

=0

donde p es la densidad del agua.

o Se considera que el fondo es rigido, por lo tanto no tiene movimiento en la direccion
vertical (y, = 0) y, segun las ecuaciones de Euler mencionadas en el punto anterior,
se debe cumplir

op

=0 (1V.5)
oy o

o Por ultimo, a una distancia infinitamente grande de la cortina, la presion

hidrodinamica es igual a cero. Es decir:

pl =0 1v.6)
Las condiciones de frontera mencionadas se ilustran en la figura IV.1
y 1
o 1%
2p + g __p_ = 0
ot dy o H
Frontera de radiacion
G ¥
P = —px,e Py E P
ax x =0 :ax x= L px:w:O
Cortina rigida
Fondo rigido :
op
—_— =0
L

Fig. IV.1 Condiciones de frontera que consideran el oleaje
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IV.1.3 Solucion de la ecuacion gobernante
La ecuacion gobernante (IV.1) junto con las condiciones de frontera mencionadas
anteriormente, se resuelve por el método de separacion de variables que a continuacion

se detalla.
Se propone que la funciéon que representa la presion hidrodinamica se busque
como el producto de tres funciones que dependan unicamente del tiempo y de las

coordenadas x y y respectivamente. Es decir:

px,y.t)=p,(1)-p.(x)-p,(y)
0 simplemente

P =P PP, av.7

Derivando dos veces la ecuacion (IV.7) conrespecto x y y se obtiene

p _ .

ax2 _plpypx (IV8)
y

p _ .

ayl’_plpxpy (IVg)

Por otra parte, ya que se esta analizando un proceso armonico, se puede

considerar que

= ot
p =p¢

donde p, es la amplitud de la funcion p, .

Derivando dos veces esta ultima ecuacion y considerando la expresion (IV.7) se
obtiene

2

p
ot

Q

s = —0’p, p,p, (IV.10)

Sustituyendo las ecuaciones (IV.8), (IV.9) y (IV.10) en la ecuaciéon (IV.1) y

simplificando se encuentra que

” p',’ ) 2
&+—*+(—J =0 (IV.11)
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Para que la ecuacion (IV.11) se cumpla los cocientes p!/p 'y p_;'/p_‘, deben ser

constantes y pueden representarse, por conveniencia, en la siguiente forma

p_:‘fz o  pl-&p =0 (1v.12)
p , Vo
=-n o p,+n p, =0 (IV.13)
p,
y
) 2
(—) =k* (IV.14)
c

Entonces la ecuacion (IV.11) se puede escribir como sigue
§2—I72+k2:0 (IV.15)

donde £,71 y k son constantes.

De esta manera, la soluciéon de la ecuacion (IV.11) se resume a resolver las

ecuaciones diferenciales (IV.12) y (IV.13). Las soluciones de estas ecuaciones son

p, = Be** + De™** (1V.16)
p, = Fcos(ny)+Gsen(ny) (IV.17)

donde B,D,F y G son constantes de integracion.

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacién (IV.1) es

px,y.1) = p,(Be™ + De s )[F cos(ny) + Gsen(ny)] (IV.18)

Las constantes de integracion B D F y(G se determinaran usando las

condiciones de frontera particulares de este problema.
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IV.1.4 Determinaciéon de las constantes de integracion By D

Considerando la condiciéon de frontera (IV.6) en la ecuacion (IV.18), se obtiene

Pl = p B[ Feos(ny) +Gsen(ny)]= 0
B=0

Analogamente de la condicion de frontera (IV.5).

se deduce

p,De*(Gn)=0

de adonde se encuentra que G = 0.

Entonces la ecuacion (IV.18) se reduce a la siguiente expresion

plx,y,t1)=p, Ae **cos(ny)e'” (IV.19)

donde la nueva constante A se sustituyé por el producto de las constantes D y F .

IV.1.5 Determinacion de las constantes ¢ y 7

Las constantes £ y 7 se determinan aplicando la condicion de frontera (IV.3)

que representa la generacion de oleaje en la superficie libre del agua

dp  Op
s +g
ot ady

=0

y=H

Derivando la ecuacion (IV.19) dos veces respecto al tiempo y sustituyendo y = H

se obtiene
p
or’

=-w’p, Ae ** cos(nH)e'®' (IV.20)
y=H

Andlogamente
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=-p, Ae**nsen(nH)e'™! (Iv.21)
ay y=H

Sustituyendo las expresiones (IV.20) y (IV.21) en la ecuacion anterior y

simplificando se encuentra

-

nlan(nH)+w—:O (IV.22)
g

Esta ultima ecuacion puede expresarse de la siguiente manera, haciendo A = nH

yQ=wH]/c

22

gH

Atan(A) + =0 av.23)

La ecuacion trascendente (IV.23) tiene un numero infinito de soluciones y cada
una de ellas es un valor propio de la ecuacion diferencial (IV.1). Esta ecuacion se puede

expresar, entonces como

2.2

Q‘c
Atan(A,) +
gH

=0 n=123 o (1V.24)

A cadaraiz A, le corresponde un valor del coeficiente £ que se determina por la

ecuacion (IV.15)

En esta ultima expresion solo tienen sentido fisico los valores positivos de & ya

que se esta considerando que la longitud del embalse es infinita y por lo tanto no hay

ondas de presién que puedan regresar.
Ahora representando y, =¢ H y recordando que la frecuencia excitadora
normalizada Q es igual a a)H/c, entonces la expresion anterior se puede escribir de la

siguiente manera

}/" — ’1’21 _QZ (IV25)



34

Tomando en cuenta todo lo anterior se puede concluir que la ecuacion diferencial
(IV.1) tiene un numero infinito de soluciones homogéneas, y ya que esta ecuacion es

lineal, entonces la solucion general es la suma de las soluciones homogéneas. Es decir

p(x, y,.t) = p, Z A, e H cos(/l,, %) (IV.26)

n=|\

IV.1.6 Determinacion de la funcion p,

La funcion p, se determina a partir de la condicion de frontera (IV.4)

or

3 1Tt
=-pX,e
Jx

x=0

Derivando la ecuacion (IV.26) y sustituyendo x = 0, se obtiene

- P, Z% A, COS(&, %) =—pi e (IV.27)

n=\

Anteriormente se considero que p, = p, e'®", y comparando esta formula con la

expresion (IV.27) se deduce que
1_)1 = pr (IV28)

w

Vn Yy
A (i —j =1
Z H n COS{ A4, H (1v.29)

n=1|

Para concluir, la presion hidrodinamica considerando el efecto del oleaje se

determina con la siguiente expresion

plx,y,t)= p)’éoz A, e "M cos(/ln %} e (IV.30)

n=1

donde 4, son las raices de la ecuacién trascendente (IV.24), y, son coeficientes que se

calculan con la ecuaciéon (IV.25) y A, son constantes que deben cumplir con la

expresion (IV.29).



IV.1.7 Calculo de las raices de la ecuacion trascendente 2,
Los valores propios A son las raices de la ecuacion trascendente (IV.24)

2.2

Q¢
gH

A tan(A,) + =0

y se calculan aplicando alguno de los métodos numeéricos tradicionales.
Ya que los valores propios son todos positivos s6lo tienen interés practico las
raices positivas de la ecuacion (IV.24). Esta ecuacion es periodica discontinua y crece

muy rapido cerca de la discontinuidad y las raices estan muy proximas a los valores

(2n- 1)7[/2. Por esto, para buscar las raices e iniciar las iteraciones es conveniente

proponer valores ligeramente més grandes, por ejemplo (2n - 1)7[/2 +107°. En la figura

(IV.2) se muestra el comportamiento de esta funcion.

IV.1.8 Calculo de los coeficientes 4,

Los coeficientes A, se calculan a través de la ecuacion (IV.29) y empleando las

propiedades de ortogonalidad de la funcién coseno. Multiplicando ambos términos de

esta ecuacion por cos(/lm y/H ) e integrando de 0 a / se obtiene

3000 T 1 T I
2000 (— —
~
© [
~ : -
c oo 1000 —
+
T
1 =4
=
g 0 — e —
‘e
~<
=1000 |~ —
i ] | |

1.52 1.54 1.57 1.59 1.62 1.64
A

n

Fig. IV.2 Grafica de la ecuacion trascendente
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H

w i
Jcos(im —[)_/7)2% A, cos(/ln %)dy = Jcos(im %)dy

0 n=| 0

Empleando las propiedades de ortogonalidad de la funcion coseno la expresion

anterior se reduce a

H H
Y, 2( y) ~ ( y)
A A L\ dy = A2 |d
m !COS m H y _([COS mH y

Desarrollando las integrales de esta ultima expresion y sustituyendo m por n en
virtud de que son indices mudos, finalmente se obtiene la siguiente formula que permite

calcular directamente los coeficientes A4,

4 H sen(/l,,)

" 7, A, {% + Lsen(bln)} av-31)

44

n

IV.1.9 Coeficiente de presion C,

Se conoce de la ecuacion (IV.30) que la amplitud de la presidon hidrodinamica es

igual a

I

. _yni _,V
—pk, S A e (/1 —)
pX € cos| 4,

Esta expresion puede escribirse en la siguiente forma:
p=px,H Cp (1V.32)

donde C,, es el coeficiente de presion que se determina, evidentemente, por la siguiente
expresion

© A _7"1 ( y )
C =) —"e Hcos|A — (IV.33)
P Z H n H

n=1

Con la intencion de conocer el efecto del oleaje, se realizé una extensa

comparacion entre los valores del coeficiente de presion Cp que consideran solamente la
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la compresibilidad del liquido (ec. I1.4) con aquellos que consideran adicionalmente el
oleaje (ec. IV.33). Los calculos se realizaron para una amplia gama de valores de la
frecuencia excitadora ). Los resultados obtenidos coinciden practicamente en todos los
casos, como se observa en la figura IV.3, de lo cual se concluye que el oleaje generado por
el movimiento de la cortina, considerado en el sentido de la condicion de Poisson (ec.
IV.3), no tiene ningun efecto importante en las presiones hidrodinamicas. Esto viene a
confirmar el mismo hecho observado anteriormente por algunos investigadores [2].

Para este caso también son validas las observaciones que se hicieron notar en el

Capitulo I cuando se analizaba el efecto de la compresibilidad del liquido.

IV.1.10 Frontera de radiaciéon

Adoptando el criterio considerado en el tercer capitulo se deduce facilmente que

la condicion que se debe cumplir en la frontera de radiacion es la siguiente

p Py & Tur { y
— = Ae "Hcog A — e (IV.34)
ox|_~ H 2704, "H
1 T T T T T T T T
0.8 — ]
0.6 L/H=0 |
Y
H
0.4 — |
L/H=1
02 —
0 | 1 | | | | | L |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 ]
| Cp |

Fig. IV.3 Comparacion entre los coeficientes de presion que consideran la compresibilidad
del agua y los que consideran ademas el oleajeen L/H=0y 1 para Q=1
——  considerando solo compresibilidad + + + considerando ademas el oleaje
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Con fines de analisis, la ecuacion (IV.34) se puede expresar en la siguiente forma:

)
_ 790 (IV.35)

donde

(1V.36)

Esta forma de expresar la condicién en la frontera de radiacion ha sido usada por
varios investigadores [8],[9],{11],[12],[13],[14] y tiene la ventaja de ser muy simple para
implementarse en un analisis por elementos finitos.

De la ecuacion (IV.36) se observa que Z es una cantidad compleja que depende

de las coordenadas x y y, de la compresibilidad del agua y de la frecuencia excitadora

Q). Esta ultima ecuacién también se puede expresar de la siguiente manera

1 _
Z = —;(a + Bi) (IV.37)

donde a los coeficientesa y [ se les dio el nombre de parametros de amortiguamiento.

La condicion en la frontera de radiacion se puede escribir entonces como

ap adp po
. S S 4
Ox . c Ot c "t

1V.38)

ya que ﬁp/é’t = o”/é’t(ﬁe’“”) =iwp.
Finalmente, la ecuacion (IV.38) es la que se incorpora al analisis por elementos
finitos y los parametros de amortiguamiento a y £ se determinan con ayuda de las

expresiones (IV.36) y (IV.37).

IV.1.11 Analisis de los parametros de amortiguamiento « y g

Con la intencion de conocer el comportamiento de los parametros a y f se

realiz0 un estudio paramétrico con un amplio rango de valores de la frecuencia
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excitadora €) y de las coordenadas x y y. Los resultados obtenidos fueron comparados
con los publicados por Sharan [4], para el caso de flujo compresible sin considerar el

oleaje.

En primer lugar, se puede mencionar que los parametros @ y [ calculados en

este trabajo considerando el oleaje, practicamente coinciden en su totalidad con los

presentados por Sharan en el articulo mencionado. De esto se deduce que el oleaje no

tiene ningun efecto apreciable en el comportamiento de los parametros a y £ (figura

IvV4).
Por otro lado se observo que para valores de (Qmenores de 4.0 los coeficientes a

y [ rapidamente tienden a estabilizarse al alejar la posicién de la frontera de radiacién
L/ H (figura IV.5). Asi, para un valor cercano a la unidad, estos coeficientes alcanzan un
valor practicamente constante que ya no depende de L/H nide y/H .

Por el contrario, para valores de la frecuencia excitadora {2 mayores de 4.7 se

observé que los parametros a¢ y £ tienen un comportamiento periédico y sus valores
dependen en gran medida de las relaciones L/H y y/H . En este caso, los parametros a
y [ no tienden a tomar ningun valor constante aun cuando la frontera de radiacién esté

muy alejada de la cortina.
Por todo lo anterior y observando la Figura IV.5, resulta logico pensar que para
valores de la frecuencia normalizada menores de cuatro la frontera de radiacién se debe

ubicar a una distancia L/ H cercana a la unidad.
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0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05
a) o
1 T T T T T T T
L/H=1
0.8 I— —
0O=3
L/H=1
Q=
06 L/H=05 ]
0O=3
04— ]
02— ]
0 | 1 l I 1 l l |
=03 -0.25 -0.2 =0.15 =-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
b) B

Fig. IV.4 Efecto del oleaje en los parametros de amortiguamiento a) o y b) B

en L/H=05y1 paraQ=3y6

X X X X X sin consideran el oleaje

considerando el oleaje
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IV.2 DESARROLLO DE LA FRONTERA DE RADIACION QUE
CONSIDERA LA FLEXIBILIDAD DEL FONDO

En este caso se considerara la flexibilidad del material del fondo del embalse
empleando el método propuesto por Hall y Chopra [10].

El analisis de este problema es similar al caso anterior y para evitar repeticiones
aqui se usaran algunas de las expresiones deducidas detalladamente en la seccion

anterior.

IV.2.1 Ecuacion gobernante

En este caso, la presiéon hidrodindmica también esta gobernada por la ecuacion

general de onda

>+ -~ 55;=0 (1V.39)

IV.2.2 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son similares a las empleadas en el caso anterior,
cambiando unicamente las condiciones en la superficie libre del liquido y en el fondo del
embalse. Estas nuevas condiciones son:

» En la superficie libre del liquido la presion hidrodinamica vale cero, ya que no se esta
considerando el efecto del oleaje,

A, = 0 (IV.40)

» El fondo es flexible. Para considerar la flexibilidad del fondo del embalse Hall y

Chopra [10] proponen que se cumpla la siguiente condicion en el fondo del embalse

—(;—5%0 = 1a)qp(x, O,t) (IV.41)

Esta condicion fue brevemente analizada en el capitulo II. En esta expresion la

constante ¢ se interpreta como un factor de amortiguamiento por radiacién de las

ondas de compresion por el fondo y se determina con la siguiente expresion
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1 1-q,

cl+a,

en donde

r }/ c
I+ —
}/f Ci’
En estas expresiones y y y, representan los pesos especificos del agua y de la

roca, ¢ y ¢, son las velocidades de las ondas de compresion en el agua y en la roca,

respectivamente.

Para cada tipo de roca existen valores conocidos de y, y ¢, y a través de ellos se
calculan las constantes , y ¢g. En el caso hipotético de fondo absolutamente rigido, es

decir no hay amortiguamiento de las ondas de compresion y viajan a una velocidad

infinita, se cumple que ¢, =, a, =1y ¢g=0. Por el contrario, si el fondo es
absolutamente flexible entonces ¢, =0, a, =-1 y g=c. Sin embargo, en el caso
practico de roca muy flexible el valor de a, se puede limitar razonablemente a cero, por

lo tanto g =1 [14].

vt
p |_v = H = O
Frontera de radiacion
ap _ o imi :op
= - p¥x,e ;
ax x =0 'ax x =L px:w:O
Cortina rigida .
Fondo flexible :
» X
“—>
op :
[/ S - l a) q p
: _ 1
X, = ¥,e ay b0
. Lo

Fig. IV.6 Condiciones de frontera que consideran la flexibilidad del fondo
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IV.2.3. Solucion de la ecuacion gobernante

Procediendo analogamente al caso anterior, se encuentra la solucion general de la

ecuacion gobernante (IV.39), que se expresa como sigue

plx,y,t) = p,(Beé*' + De'“)[F cos(ny) + Gsen(ny)] 1v.42)
donde B, D, F' y G son constantes de integracion.
Ademas se debe cumplir la siguiente condicion
§2_n2+k2 =0 ([V43)

donde &,y k son constantes que se definen por las ecuaciones (IV.12), (IV.13) y
(IV.14), respectivamente. Considerando adicionalmente que n=A/H, =y /H k= w/c

yQ=-wH /c, las ecuaciones (IV.42) y (IV.43) se escriben en la siguiente forma

p(x, 1) = p,(Beyﬁ + Deﬁr;’] [Fcos(i%) +G sen(ﬂ,%ﬂ (IV.44)

}/2_2‘2*_02:0 (IV45)

IV.2.4 Determinacion de la constante de integracién B

La condicién de frontera (IV.6) establece que a una distancia infinitamente
grande de la cortina, la presion hidrodinamica se desvanece. De esto se deduce

facilmente que B =0 y la ecuacion (IV.44) queda

p(x,y,t) = p,Dey;{F cos(/{ %) + Gsen(l }Zij:l (IV.46)

IV.2.5 Determinacion de los parametros 1 y y

Aplicando la condicion de frontera que considera la flexibilidad del fondo,

ec.(IV.41), y empleando la expresion (IV.46) se deduce lo siguiente
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oL iwqgp(x,0,1)

I,
0

2 AG =

p, De "h I =iwgp,De THE
y simplificando se obtiene
G
/1}; —iwqH (1V.47)

Ahora, aplicando la condicién de superficie libre, ec. (IV.40), en la ecuacion

(IV.46) se encuentra que

P, =0 Fcos(A) + Gsen(A) =0
de aqui

= —cot(4) (IV.48)

= Q

Relacionando las ecuaciones (IV.47) y (IV.48) y considerando una vez mas que

Q=wH/c, se deduce que
Acot(A)+iQlgc =0 (IV.49)

La ecuacion trascendente (IV.49) tiene un numero infinito de soluciones y cada
una de ellas es un valor propio de la ecuacion diferencial (IV.39). De ahi que esta

ecuacion puede expresarse como sigue
A, cot(A,)+iQqgc=0 (n: l$2,m,00) (IV.50)

A cada raiz de esta ultima ecuacion le corresponde un valor de y que se

determina empleando la ecuacion (IV.45), es decir

y =+ /13 _Q? av.51)
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Es importante mencionar que los valores de y  calculados con la expresion
anterior son complejos, pero en la ecuacion (IV.46) solo se deben considerar los valores
que cumplan con la condicion Re[y,]> 0.

A cada par de valores Ay y, le corresponde una solucion homogénea de la

ecuacion diferencial gobernante (IV.39), y ya que esta ecuacion es lineal entonces la

solucidn general es igual a la superposicion de las soluciones homogéneas. Esto es

p(x,y,t) = p, Z De-y"”[Fcos(l ., %) +Gsen(4, )—[;)J (IV.52)

n=1

La ecuacion (IV.52) se puede expresar en funcion de una sola constante si se

factoriza F y se considera la ecuaciéon (IV.47)

= Yz wqH
p(x,y,t) = p, Z A, e ’ ”{cos(l ; %) + la)lq sen(4, %)} (IV.53)

n=1\

n

donde los coeficientes 4 sustituyen al producto de las constantes Dy F .

Por ultimo, aplicando la condicion de frontera (IV.4) se obtienen las expresiones

para calcular p, y los coeficientes A . Esto es

op . o
Ex:(l ) -pxo ‘
Empleando (IV.53), se obtiene
ALY cos(/l l)+iqusen(/1 l) = pi, e (IV.54)
I";I H n n H /2," n H p ¢] :

En la igualdad anterior se observa que los Unicos términos que dependen del

tiempo son p, y pX, e'“’, porlo tanto

p[ :pi;o ei(ul (IV55}

y ademas se debe cumplir que
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' H
ZI:% {cos( %) +1a)/1q sen[/l %H:l (IV.56)

Las constantes 4, se determinan con base en esta ultima expresion.

Finalmente, sustituyendo la ec. (IV.55) en la ec. (IV.53) y tomando en cuenta que

Q =wH/c se encuentra la expresion definitiva para calcular la presion hidrodinamica

que considera la compresibilidad del agua y la flexibilidad del fondo,

n=\ n

. Fn Qqc
plx,y,1)=p¥, e > A e " {cos(ﬂn %) i /1q sen(/l,, %{—ﬂ (IV.57)

IV.2.6 Calculo de los valores propios 4,

Los valores propios A, son las raices de la ecuacion trascendente (IV.50)

A, cotd, +iQdqc=0

Las raices de esta ecuaciéon se pueden determinar por alguno de los métodos

numeéricos tradicionales. Se encontré que proponiendo las raices A calculadas por el

método anterior como valores iniciales, la solucién numérica converge rapidamente.

Cabe mencionar que los valores propios A, calculados por las férmulas (IV.24) y

(IV.50) difieren en una cantidad muy pequena.

IV.2.7 Calculo de los coeficientes 4,

Los coeficientes A, se determinan a partir de la ecuacion (IV.56). Considerando

que Q = w H/c, esta ecuacién puede escribirse en la siguiente forma

n

° ' Q
;Z A, {cos(/{" %j 4l ch sen(/ln %{—ﬂ =1 (IV.58)

Esta ecuacion se puede resolver usando las propiedades de ortogonalidad de las

funciones seno y coseno.
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. Y
Multiplicando ambos términos de la ecuacion (IV.58) por cos(/lm 7) e

integrando desde y = 0 hasta y = H, se obtiene

n

H © , Q X H
Jcos(lm %j Z% A, {cos(l" -[};j 4 lqc sen(/ln —ﬁj}dy = Jcos[/lm %) dy

Haciendo algunas operaciones algebraicas y utilizando las propiedades de

ortogonalidad de las funciones seno y coseno, la ecuacion anterior se reduce a

Evaluando las integrales anteriores y sustituyendo el subindice m por », en
virtud de que son indices mudos, se obtiene finalmente la siguiente expresion para

calcular los coeficientes A4,
Hsen|4,
A = ( )

" 11 (IV.59)
7, A, {E + ai sen(2 A, )}

n

Cabe mencionar que esta formula es idéntica a la expresion (IV.31)obtenida en la

seccion anterior.

IV.2.8 Coeficiente de presion C,

En la practica se acostumbra expresar la amplitud de la presiéon hidrodinamica en

la siguiente forma

p=piHC, (IV.60)

Considerando la expresion (IV.57), el coeficiente de presion C , esigual a
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N iQqc
C,= ; h','e " {cos(in %j = /1"] sen(/ln )—/;ﬂ (IV.61)

Con la finalidad de conocer el efecto de la flexibilidad del fondo del embalse en el

coeficiente de presion C,, se calcularon sus valores para el caso de un coeficiente a,

igual a 0.75. Los calculos se realizaron para un amplio rango de la frecuencia excitadora
Q). Estos resultados se compararon con resultados analogos obtenidos empleando la
expresion para el coeficiente de presion (IV.33) que solo considera el efecto del oleaje.
Como se puede observar de la figura IV.7, la influencia de la flexibilidad del fondo
es pequena para frecuencias excitadoras menores que la primera frecuencia natural de

vibraciones del embalse, pero es muy significativa para frecuencias mayores (fig. IV.8).

IV.2.9 Frontera de radiacion
De acuerdo con los criterios expuestos en el tercer capitulo, se deduce facilmente,
a partir de la ecuacion (IV.57), que la condicion que se debe cumplir en la frontera de

radiacion es la siguiente

0»)[) p.'xzoela)l [<e] -
— =) 7, 4,6
x| # "Z]:

e

Ouc
{icos(i lj Pk b sen[/l, lﬂ (1V.62)
A 'H

n

=l

donde L es la distancia desde la cortina hasta la frontera de radiacion.
Analogamente al caso anterior, por conveniencia esta ultima ecuacion se puede

expresar en la siguiente forma

op op
ax Zar V.63
dx| ot (IV.63)
donde
L 0
- Zyn Arl 4 ’ {Cos(in “)ij + {~—(!—c Sen(in 2),)
Yo " il H (IV.64)

Qc & - i Q)
> A4e i cos(/ln X-j 4l qcsen(A Zj
H 2 " H
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Fig. IV.7 Comparacion entre los coeficientes de presion que consideran el oleaje con los
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Ya que 7 es una cantidad compleja, también se puede representar en la

siguiente forma

Z= ~%(a + pi) (IV.65)

donde a y £ son los parametros de amortiguamiento. La condicion en la frontera de

radiacion puede expresarse entonces como:

(IV.66)

Esta ultima expresion es la que se incorpora al analisis por elementos finitos

como frontera de radiacion.

IV.2.10 Analisis de los parametros a y g

Para conocer la influencia de la flexibilidad del fondo en los parametros de
amortiguamiento a y [ se realizé un estudio paramétrico para ¢, igual a 0.75 y un
amplio rango de valores de (). Los resultados obtenidos se compararon graficamente
con los encontrados en la seccion anterior que consideran solamente el efecto del oleaje
(figura IV.9).

En cuanto al coeficiente a se observo Que para la primera frecuencia natural hay
una influencia importante de la flexibilidad del fondo la cual disminuye notoriamente
para las demas frecuencias (figura IV.9a). Por otro lado, en el caso del parametro [ se
observo que la influencia de la flexibilidad del fondo para la primera frecuencia natural
es relativamente pequena mientras que puede ser importante para las demas
frecuencias (figura IV.9b)

También se investigod el efecto de la ubicacion de la frontera de radiacion en el

comportamiento de los coeficientes o y [, quedando de manifiesto que para

frecuencias excitadoras ) menores de 4.7 ambos coeficientes tienden a estabilizarse

rapidamente y para valores de [/H cercanos a la unidad adquieren valores

practicamente constantes. Para otros valores de (), los coeficientes a y [ tienen un

comportamiento ciclico amortiguado (figura IV.10).
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Fig. IV.9 Parametros de amortiguamiento a) o y b) B que consideran el oleaje
y la flexibilidad para «vr=075 'y Q=3y6 en L/H=05y1
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Fig. IV.10 Comportamiento de los parametros de amortiguamiento a) o y b) 3 que
consideran la flexibilidad en funcion de la ubicacion de la frontera de radiacion

para ar=0.75y 0=2,3,4,45 55y6 en y/H=05.
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IV.3 DESARROLLO DE LA FRONTERA DE RADIACION QUE
CONSIDERA EL OLEAJE Y LA FLEXIBILIDAD DEL FONDO

En este punto se desarrollara la expresion tedrica de la frontera de radiacion que
considera tanto el efecto del oleaje como de la flexibilidad del material del fondo del

embalse.

IV.3.1 Ecuacion gobernante
Al igual que en los dos casos anteriores, la ecuacion que gobierna la presion
hidrodinamica en los liquidos compresibles es
p p 1 Fp
oy’ or

=0 (IV.67)

También se considera que el suelo y la cortina vibran con la misma aceleracion
horizontal
X (1) =X, (1V.68)

IV.3.2 Condiciones de frontera

En este caso se consideraran simultaneamente las condiciones de frontera que
caracterizan el oleaje en la superficie del embalse y la flexibilidad del fondo.

Las condiciones de frontera que se emplearan son las siguientes:

 Lacortinay el agua tienen el mismo movimiento en x = 0

op

S = pEe (IV.69)
X

x=0

e En la superficie libre del liquido se genera un oleaje debido al movimiento de la

cortina, que cumple con la condicién de Poisson

dp . Op
;85
ot dy

=0 av.70)

y=H



e En el infinito la presion hidrodinamica se anula

A =o (IV.71)

Xz

+ El fondo es flexible. De acuerdo con la condicién de frontera propuesta por Hall y

Chopra [10], se debe cumplir
op

5y = ia)qp(x,O, l) av.72)

y=0

Estas condiciones de frontera se ilustran en la figura IV.11

yt
A’ 1%
‘20 + g 4 =0
ot Oy |, u
Frontera de radiacion
i L ¥,
p = - pxoe ! : p B
ﬁx x=0 .ﬁx x = L p\‘:wio
Cortina rigida
Fondo flexible :
: >«
) ’ ap .
—_— = 1lwqgp
X, = Xge' B
- L

Fig. IV.11 Condiciones de frontera que consideran el oleaje y la flexibilidad del fondo

IV.3.3 Solucion de la ecuacion gobernante

Procediendo analogamente a los casos anteriores, se puede demostrar que la
solucion de la ecuacion gobernante (IV.67)es

p(x,y,0) = p,(Be® + De"“)[Fcos(ny)+Gsen(ny)] (IV.73)



donde B, D, I y G son constantes de integracion.

Ademas debe cumplirse la siguiente condicion
§2A773+k2:0 (IV.74)
donde &,y k son constantes que se definen por las ecuaciones (IV.12), (IV.13) y
(IV.14), respectivamente. Considerando adicionalmente que n=A/H, E=y/H k = w/c

yQ=w H/c, las ecuaciones (IV.73) y (IV.74) pueden escribirse como

px,y,t) = p(Be’H +Deij{FCOS(/1}_}i[‘j +Gsen(/1%ﬂ (IV.75)

}/2_12+Q2:O (IV76)

IV.3.4 Determinacion de la constante de integracién B
La condicién de frontera (IV.6) establece que a una distancia infinitamente

grande de la cortina, la presion hidrodinamica es igual a cero. De ésto se deduce

facilmente que B =0 y la ecuacion (IV.75) se reduce a

p(x, y,t) = p[De_’ﬁ{Fcos(/?.;yi) + Gsen(l;);-ﬂ (IV.77)

IV.3.5 Determinacion de los parametros 1y y

Sustituyendo la ecuacion (IV.77) en la condicion de frontera que considera la

flexibilidad del fondo, ecuacion (IV.72), se deduce

op .
oy =lwqp(x,0,1)
v=0
0
LEAG L
p,De ! I =iwgpDe "F

y simplificando se obtiene
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G
,lff:ia)qﬂ (IV.78)

Considerando a continuacion la condicion de superficie libre

Fp_ 9p
7 T E_
ot Y,w

=0
y recordando que p, = p,e'®', se obtiene

-’ [Fcos(/l) +Gsen(/'L)] +g£}-—[— Fsen(A) +Gcos(/1)] =0

0 bien

2 2
- - - _.O
(w F+gH tan(1) - gHF—a) = (IV.79)

Sustituyendo la ecuaciéon (IV.78) en la (IV.79) y recordando que Q=w H /c, se

encuentra:

(iQ3c3q /1) ) (chz iQqc ) o (1v.80)
+og—|tan + - = g
AHY Eh H 2 ¢

La ecuacion trascendente (IV.80) es una funcién periddica, discontinua que tiene
un numero infinito de soluciones y cada solucién es un valor propio de la ecuacién
diferencial (IV.67)

Tomando en cuenta esto ultimo, la ecuacion (IV.80) puede expresarse como sigue

iQcq A Q*c¢* iQqc
/’{ "HZ +gﬁ Ian(i")-f- HZ - A g :O n= 1,2,“,,@ (IV81)

n

A cada raiz A, de esta ultima ecuacién le corresponde un valor de y, que se

determina empleando la ecuacion (IV.76)



38

Se debe mencionar que los valores de y, calculados con la ecuacion anterior son
complejos, pero en la ecuacion (IV.77) solo se deben tomar los valores que cumplan con
la condicién Refy, ]> 0.

A cada par de valores Ay y, le corresponde una solucion homogénea de la

ecuacion diferencial gobernante (IV.67), y ya que esta ecuacion es lineal entonces se
establece la soluciéon general como la superposicion de las soluciones homogéneas. Esto
es

p(x,y,1)=p, ZDeWE{Fcos(/{ i {7) + Gsen (/1 . )_f;ﬂ (IV.83)

n=1

La ecuacion anterior se puede expresar en funcidon de una sola constante si se
factoriza /' y se sustituye en ella la ecuaciéon (IV.78). Considerando ademas que

Q=wH/c, se obtiene

2 . Qqc y
{) = Ae "t (,1 1) ! [,1 -j V.84
p(x,y,t) =p, ; , € {cos "y + ) sen| 4, I, ( )

n

donde los coeficientes A, sustituyen al producto de las constantes D y [ .

Por ultimo, aplicando la condicién de frontera (IV.69) se obtienen las expresiones

para determinar p, y los coeficientes 4, . Esto es

it

op
ox

=-pXx,e
x=0

Aplicando la ecuacion (IV.84), se obtiene

n=1 n

“ iQgc .
_P,Z%A{cos(ln%jwt iq sen(iﬂ%ﬂ:—pxoe"‘” (IV.85)

En esta igualdad se observa que los unicos términos que dependen del tiempo
son p, y px,e'“", porlo tanto se deben cumplir las siguientes expresiones:

p[ :p‘-x?oezml (Ivgé')
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¥4 Y, 1Qqc y
A cos(/l —) + sen(/in ——) =1 (IV.87)
Z H "li "H A, H
las constantes A se determinan en base a esta ultima ecuacion.

Finalmente, sustituyendo la ec. (IV.86) en la ec. (IV.84) se obtiene la expresion
definitiva para calcular la presién hidrodinamica que considera la compresibilidad del

agua, el efecto del oleaje y la flexibilidad del fondo del embalse

o - iQqgc
plx,y,1) = pX, e Z A e " H {cos(&, L) + 9 sen(/l,, l)] (IV.88)
n=| H /1 H

n

IV.3.6 Calculo de los valores propios 4,

Los valores propios /ln son las raices de la ecuacion trascendente (IV.81)

iQcq A Q¢ iQqc
/lnHergE tan(l")+ TR =0

n

Las raices de esta ecuacion se pueden determinar por alguno de los métodos

numéricos tradicionales. Se encontr6é que proponiendo los valores de A  calculadas por

la expresion (IV.24) del primer caso como valores iniciales, la solucién numérica

converge rapidamente.
Cabe mencionar que los valores propios A, calculados por las formulas (IV.24) y

(IV.50) y (IV.81) difieren en una cantidad muy pequena.

IV.3.7 Calculo de los coeficientes 4,

Los coeficientes A, se calculan a partir de la ecuacion (IV.87)

Esta ecuacion es facil resolverla usando las propiedades de ortogonalidad de las

funciones seno y coseno como se hace en seguida.
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) Y
Multiplicando ambos términos de la ecuacion (IV.87) por cos(im T/) e

integrando desde y = 0 hasta y = H , se obtiene

L‘!:

H © Q . H
{cos( jz Y {cos( %} + : ch sen(i” %ﬂdy {cos(ﬂm %) dy

=1 n

3

Haciendo algunas transformaciones algebraicas y utilizando las propiedades de

ortogonalidad de las funciones seno y coseno, la expresion anterior se reduce a

Evaluando las integrales de la expresion anterior y cambiando el subindice m por
n,ya que son indices mudos, se obtiene finalmente la siguiente expresion para calcular

los coeficientes A,
H sen{4
A = ( ")

” VoA {l +J—— sen(Z/l )} (1v-59)

4 4

n

Es de notarse que los coeficientes 4 , en los tres casos analizados en este trabajo,

se determinan por expresiones idénticas.

IV.3.8 Coeficiente de presion C,

Es comun expresar la amplitud de la presion hidrodinamica en la siguiente forma
p=pXHC, (1IV.90)

Considerando la expresion (IV.88), el coeficiente de presién C , se determina por

la siguiente formula:
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A, e Qqc
C‘p = Z Hn e Tnh {COS(;{" —y/_‘]‘) +[ /16[ Sen(/?,n %}:\ 1v.91)

Esta formula es completamente similar a la obtenida en la seccion anterior, por lo
que se puede concluir nuevamente que el oleaje no tiene ningun efecto apreciable sobre
la presion hidrodinamica.

Sin embargo, con la finalidad de comprobar el efecto combinado del oleaje y de la

flexibilidad del fondo en el coeficiente de presion C,, se calcularon sus valores para q,

igual a 0.75 y un amplio rango de la frecuencia excitadora (). Los resultados obtenidos
en este caso se compararon con los resultados encontrados en el punto anterior que
toman en cuenta solo la flexibilidad del fondo, esta comparacion se muestra en las
figuras IV.12 y IV.13. Las observaciones realizadas en la seccion anterior referentes al

coeficiente C , también son validas para este caso.

IV.3.9 Frontera de radiacion

Tomando el mismo criterio de los puntos anteriores y considerando la ecuacién

(IV.88) en la frontera de radiacion se debe cumplir la siguiente condiciéon

op pr,e”t & - ( y} iQqc ( y)
M e Aye - = V.92
O—JXX H ;7,, € cos A"H + 2 sen l"H (. )

=L

donde L es la distancia desde la cortina hasta la frontera de radiacion.

Al igual que los casos anteriores esta condiciéon se puede expresar en la forma

siguiente
op op
- =7Z— V.93
dx . ot ( /
donde
% - iQqc
Dy Ae {cos(iﬂ lj + sen(in lﬂ
Z _ I 5 H ﬂ,n H (m94}

=1
Qc & - Q
ZA"e ’ ’{cos[&, %) i ﬂjcsen(ln %ﬂ
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Fig. IV.12 Comparacién entre los coeficientes de presion que consideran oleaje y flexibilidad
con los que consideran solo flexibilidad para =1y ar=0.75 en L/H=0y 1
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Fig. IV.13 Comportamiento del coeficientes de presion que considera oleajey
flexibilidad del fondo en funcién de la ubicacién de la frontera de radiacion
eny/H=05para ar = 075y O=1,3,5y6
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Considerando que 7 es una cantidad compleja, también se puede representar en

la siguiente forma

1

C

Z= (a +ﬁ/‘) (IV.95)
donde a y f son los nuevos parametros de amortiguamiento.

Considerando la ecuacidon (IV.93) la condicién en la frontera de radiacion se
puede escribir como sigue

gpl _ adp Po

- (IV.96)
Jx , c Ot c Plet

La expresion (IV.96) es la que finalmente se incorporara al analisis por elementos

finitos como frontera de radiacion.

IV.3.10 Analisis de los parametros a y £

Como era de esperarse, el oleaje tampoco afecta en forma importante a los
parametros de amortiguamiento « y f como puede comprobarse facilmente al
observar la figura (IV.14). Todos los comentarios que se hicieron para el caso anterior
son igualmente validos para este caso.

También se investigd el efecto de la ubicacion de la frontera de radiacion en el
comportamiento de los coeficientes ¢ y [, quedando de manifiesto que para
frecuencias excitadoras ()2 menores de 4.0 ambos coeficientes tienden a estabilizarse
rapidamente y para valores de [/H cercanos a la unidad adquieren valores
practicamente constantes. Para otros valores de €, los coeficientes a y S tienen un
comportamiento ciclico amortiguado (figura IV.15).

De las observaciones realizadas, se corrobora la conclusion hecha en la seccion
anterior en el sentido de que es conveniente ubicar la frontera de radiacion a una
distancia L/H =1.

Para terminar este capitulo se presenta en las figuras IV.16 y IV.17 las graficas del
modulo del coeficiente de presion hidrodinamica para distintos valores de € y «,. En
ellas se observa claramente que para valores de 2 (1 el efecto de la flexibilidad del fondo
es pequeno. Por el contrario, cuando Q)1 este efecto es muy importante y seria erroneo

despreciarlo.
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-0.3 =0.25 =02 =-0.15 =-0.1 =0.03 0

b) p

Fig. IV.14 Comparacion entre los parametros de amortiguamiento a) o y b)  que
consideran la flexibilidad y el oleaje con flexibilidad en L/H=05y1
paracar=075 y Q=3y6

XX XX XXX oleaje ——————— oleaje y flexibilidad



b) L/H

Fig. IV.15 Comportamiento de los parametros de amortiguamiento a) o y b) B que
consideran el oleaje y flexibilidad en funcion de la ubicacion de la frontera de
radiacion para 2=2, 3,4,45 55y6 y wr=075 eny/H=05
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| Cp ]

Fig. IV.16 Graficas para determinar el coeficiente de presion que considera oleaje y
flexibilidad del fondo paraen L/H =0 para ar=0.5,06,07y09
ajQ=1 bQ=2 c)Q=3
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Fig. IV.17 Graficas para determinar el coeficiente de presion que considera oleaje y
flexibilidad del fondoen L /H =0 para ar=0.5,0.6, 0.7y 0.9
a)Q=4 bQ=5 c)Q=6



CAPITULOV

FORMULACION DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

En este capitulo se presentara el desarrollo de la formulacién de las ecuaciones
basicas para el calculo de la presion hidrodinamica por el método de los elementos
finitos.

68
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El calculo de las presiones hidrodinamicas por el método de los elementos finitos
requiere de la discretizacion del dominio que estd modelado por la sigulente ecuacion

diferencial

o’ o’ 1 &
€+ [2’7_7_ 7p=0 (V.1)
ox* dy” ¢ odr

y que esta acotado por las siguientes condiciones de frontera (figura V.1):

« enla superficie libre I', (y = H)

g€ 0 (V.2)

« enel paramento delacortina I', (x=0)

ap .

o”x— px (V.3)
« enelfondo flexible I'; (y =0)

Ip _.

é,y-lwqp (V.4)

en la frontera de radiacion I', (x=1)

op__adp po
ox cot ¢t (v.5)

El embalse sera discretizado como un ensamble de elementos finitos
considerando que las presiones nodales son las incognitas. Se empleara el método de
Galerkin para la formulacion de las ecuaciones basicas y, se adoptara la siguiente

notacion:
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Aplicando el método de Galerkin a cada elemento del dominio se obtiene

dp p 17

I{N}( £, +5 2-c~ azpjdA 0 (V.6)
y

A

donde {N } es el vector que contiene las funciones de forma del elemento.

y
I |
Frontera de radiacién
«
I 2 . ra
Cortina rigida I, Fondo flexible -
- X
—>

L >

S ot |
X, = Xx,e

Fig. V.1 Condiciones de frontera que consideran el oleaje y la flexibilidad del fondo

Desarrollando la ecuacion anterior se encuentra que

_I{N}é2pdA—I{N}52pdA+C7I{N}Ol;dA:O (v.7)

Por otra parte, empleando el primer teorema de Green se pueden demostrar las

sigulentes igualdades

g e fnGnar (70 S an

~J‘{N}jz‘[3dA:~j{N}?nde+Ié{—Ni§—p

dA (V.9)
g v - y w0y Oy



71

Sustituyendo las ecuaciones (V.8) y (V.9) en la expresion (V.7) y simplificando se

obtiene

[(ﬁ{N}ﬁp P J —lj 0« u- [ Lar=o0 v

dy on

ox ﬁx+ Jy Jy

"1'——.

donde se considero que
op dp  Ip

=L h +—n

on  Ox ay ”

Considerando ahora que la presiéon hidrodinamica en el interior de un elemento

se determina por la siguiente expresion

p={N}"{p} o

donde { p} es el vector que contiene las presiones hidrodinamicas en los nodos del

elemento. Sustituyendo la ecuacién (V.11) en la ecuacién (V.10) se encuentra la

aportacion de cada elemento al sistema, que se puede expresar en la siguiente forma

(G p} +[H1{p) = (L}

(V.12)
donde
[oiny a{nyT  a{N} aiNY’
[G]—l[ e ox 5y oy ]dA (V.13)
1 ,
[H)= 5 [ANHN) dd (v.14)
2
{L}:!{N}é,—fdl“ (V.15)

y p eslasegunda derivada de la presion hidrodinamica con respecto al tiempo.

Las cuatro fronteras que limitan el dominio (figura V.1) se consideran dentro de

la expresion (V.15) de la siguiente manera
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“EdT + j ﬁ—dl‘ j Lar J %dr (V.16)

(/x ( y
donde [R] es la matriz que transforma las aceleraciones generalizadas en aceleraciones

normales al paramento de la cortina.
Sustituyendo en la ecuacién (V.16) los gradientes de presion dados por las

expresiones (V.2)-(V.5) y considerando ademas que

. T .
x={N}" {x} v
se obtiene

{L}:—é_‘.{N}{N}T j dl"{x}wcaqj{N}{N "dT{p}+

3

(V.18)

+I{N}{N}7dr[ﬂc‘f’—{p} —ﬁ{p})

T, ¢

Para el caso de una excitacion armonica los vectores {x} y {p} se pueden

expresar en la siguiente forma

o

()= &

}e”’” (V.19)

{p} _ {p}e,w, (V.20)
De la expresion (V.20) facilmente se deduce que
(o) =r0p)e 21

(8} o (o} vz

Sustituyendo las expresiones (V.19)-(V.22) en la ecuaciéon (V.12) y ordenando

términos, finalmente se obtiene la contribucion de cada elemento al sistema.



{[(}]—(UZ[H]—((UZ +/’(¢)(q —g) +'B—wJ[D]}{ﬁ} = —p[S]{.'\"“} (V.23)
g C C
donde

(D)= JINHNY ar (v.24)
y

[$1= JIRI{NHN) ar (v.25)

0

En la expresiéon (V.23) se nota que la inclusion del efecto del oleaje, la flexibilidad
del fondo y los parametros de amortiguamiento no alteran la simetria ni la forma
bandeada de las matrices.

La expresion (V.23) también puede expresarse en la siguiente forma simplificada

k{pt = s}’ (V.26)

donde la matriz de rigidez del elemento [k]° y el vector {f}e se determinan por las

siguientes expresiones
2
(]’ :[G]wwz[ﬂ]—[fg—w(q—ﬁ) + ﬂ—”}w] (V.27

1 =-plSit) (V.28)

Finalmente, el embalse se modela con el ensamble de los elementos finitos que lo

integran, mediante la siguiente expresion

(V.29)
donde

[K]= D [k (V.30)
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(Py=>{p}’ (V.31)

(Fy =247} (V.32)

El sistema de ecuaciones representado por la ecuacion (V.29) puede resolverse
para cualquier valor de la frecuencia excitadora @ y de esta manera se determinan las

presiones de respuesta en los nodos de la malla.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se mostro el desarrollo teorico de la frontera de radiacion
para el caso de liquidos comypresibles considerando la formacion de oleaje sismico en la
superficie del embalse y la flexibilidad de la roca que subyace en el fondo.

Entre las conclusiones mas importantes de este trabajo se pueden mencionar las

siguientes:

«Se comprobd que el oleaje sismico practicamente no tiene ningun efecto

apreciable sobre la presion hidrodinamica.

oEl efecto de la flexibilidad del fondo en la presion hidrodinamica es pequeno
cuando la frecuencia de la excitacion es menor que la frecuencia fundamental del

embalse.

eLa flexibilidad del fondo es de gran importancia para frecuencias excitadoras

mayores que la frecuencia furdamental del embalse y no se debe despreciar.

*Se encontré una expresion para la frontera de radiacion que es relativamente
simple de incluir en el analisis del embalse por elementos finitos y que no altera la forma

bandeada de la matriz de rigicéz.

Finalmente, se presenta un conjunto de graficas para determinar el médulo del
coeficiente de presion hidrodinamica que considera el oleaje y la flexibilidad del fondo

para distintos valores de o, y Q.
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