
~Jf xsssr 

í E ^ f f l P BIBLIOTECA CENTRAL 

UNIVERSIDAD POPULAR AUTÓNOMA DEL 
ESTADO DE PUEBLA 

M&fEjE=̂  MAESTRÍA EN ESTRUCTURAS 

ANÁLISIS DINÁMICO DE LOS ESTADOS PLANOS 
POR EL MÉTODO DEL ELEMENTO FINITO 

Trabajo de investigación 
que para obtener el Grado de: 

MAESTRO EN ESTRUCTURAS 

Presenta: 

Luis Daniel Bravo Tomás 

Puebla, Pue., México Julio de 1999 



 

 
 
 
UPAEP – Secretaría General 
Dirección General de Apoyos Académicos 
Dirección del Centro de Recursos para el Aprendizaje y la Investigación. 
Biblioteca Central - Karol Wojtyla 
 
 
 
Tesis Digitales Restricciones de uso: 
 
DERECHOS RESERVADOS © 
PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
 
Todo el material contenido en esta tesis está protegido por la Ley Federal del Derecho 
de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 
 
El uso de textos, imágenes, gráficas, fragmentos de videos, y demás material que sea objeto 
de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para fines educativos e 
informativos y deberá citar la fuente de donde la obtuvo mencionando el autor o autores 
involucrados en el documento. 
 
Cualquier uso distinto como el lucro, reproducción, edición o modificación, será 
perseguido y sancionado por el respectivo titular de los Derechos de Autor. 
 



• ( M B ) 
Sr LA SALLE 

•-t:sr 

Uh,%i¿ÍT' BIBLIOTECA CENTRAL 

México D.F., 28 de Julio de 1999 

Ing. Gerardo de Jesús López Àrtiga 

Coordinador de la Maestría en Estructuras 

U P. A. E. P. 

Presente 

Estimado ingeniero: 

Por medio de la presente me es grato informar a usted que el Sr. Luis Daniel 

Bravo Tomás ha concluido satisfactoriamente su trabajo de investigación denominado 

"Análisis dinámico de los estados planos por el método del elemento finito". Cubriendo los 

objetivos planteados al inicio del mismo. 

Sin otro particular quedo a sus apreciables órdenes. 

AT E N T A M E N 

Ing. Fernando Vera Badillo 

UNIVERSIDAD LA SALLE 
BENJAMIN FRANKLIN 47. TEL. 516-99-60 MEXICO 06140 D.F. 

4 7933 



I N D I C E 

1. INTRODUCCIÓN 1 

2. ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO PARA LOS ESTADOS PLANOS 4 

2.1. ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DEL MEDIO CONTINUO 5 

2.2. DISCRETIZACIÓN DEL CONTINUO 10 

3. FUNCIONES DE FORMA 13 

3.1. ELEMENTO TRIANGULAR 14 

3.1.1. Interpolación lineal 14 

3.1.2. Interpolación Cuadrática 16 

3.2. ELEMENTO CUADRILÁTERO GENERAL 17 

3.2.1. Interpolación Lineal 18 

3.2.2. Interpolación cuadrática 19 

3.3. ELEMENTOS ISOPARAMÉTRICOS 20 

3.3.1. Interpolación lineal 23 

3.3.2. Interpolación cuadrática 24 

4. OBTENCIÓN DE LAS MATRICES DE RIGIDECES Y MASAS DE LOS ELEMENTOS 

FINITOS 27 

4.1. ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL 28 

4.2. ELEMENTO TRIANGULAR CUADRÁTICO 29 

4.3. ELEMENTOS ISOPARAMÉTRICOS 31 

5. ENSAMBLE DE LAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES DEL CONTINUO 32 

5.1. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE RIGIDECES DEL CONTINUO 32 

5.1.1. Elemento triangular lineal 33 

5.1.2. Elemento triangular cuadrático 34 

5.1.3. Elemento cuadrilátero lineal 36 

5.1.4. Elemento cuadrilátero cuadrático 37 

5.2. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE MASAS DE LA ESTRUCTURA 39 

5.2.1. Elemento triangular lineal 39 

5.2.2. Elemento triangular cuadrático 40 

5.2.3. Elemento cuadrilátero lineal 42 



5.2.4. Elemento cuadrilátero cuadrático 43 

6. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO 46 

6.1. MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO.. 46 

6.2. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO. (BETA DE 

NEWMARK) 49 

6.3. GENERALIZACIÓN DE NEWMARK 53 

6.4. BETA DE NEWMARK CON AMORTIGUAMIENTO DE RAYLEIGH 55 

6.5. ALGORITMO DEL MÉTODO BETA DE NEWMARK GENERALIZADO CON 

AMORTIGUAMIENTO DE RAYLEIGH 56 

6.6. PROCESO DE SOLUCIÓN GENERAL DEL MEF 56 

7. PROGRAMA DE COMPUTADORA 58 

7.1. DESCRIPCIÓN DEL SISTEMA 58 

7.2. ORGANIZACIÓN DEL PROGRAMA 60 

7.2.1. Lectura de datos 60 

7.2.2. Cálculo de desplazamientos 61 

7.2.3. Presentación de resultados 64 

7.3. MANUAL DE USUARIO 65 

8. EJEMPLOS DE APLICACIÓN 79 

8.1. ESTÁTICO 79 

8.1.1.Datos 80 

8.1.2. Resultados 83 

8.1.3. Resumen de los desplazamientos del nodo 1 86 

8.2. DINÁMICO 87 

8.2.1. Datos 87 

8.2.2. Resultados 89 

8.2.3. Resumen de soluciones 90 

9. CONCLUSIONES 91 

10. REFERENCIAS 93 



1. INTRODUCCIÓN 

En toda obra de ingeniería se deben definir las dimensiones apropiadas de los 

elementos que forman una estructura (Elementos Estructurales). Los elementos estructurales 

deben resistir las cargas probables a las que sean sometidos, según su uso y ubicación 

geográfica. 

Las cargas a las que se encuentra sometida una estructura pueden ser estáticas o 

dinámicas y su importancia depende de los factores antes mencionados. 

Las cargas estáticas son propiamente cargas vivas, cargas muertas y cargas 

debidas a reparación y mantenimiento estructural. 

Las cargas dinámicas generalmente son ocasionadas por eventos accidentales, 

es decir, sismos, explosiones, derrumbes cercanos, viento, entre otros; de los cuales uno de los 

eventos más importantes es el evento sísmico. 
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De acuerdo a la teoría de Tectónica de placas, los sismos son ocasionados por la 

gran liberación de energía al ocurrir un rompimiento de la tierra por fallas subterráneas. La 

repetición de los sismos depende de la ubicación geográfica, en el mundo hay zonas de alta 

sismicidad, en las cuales se llegan a ocurrir sismos repetidas veces en un día. 

En cuanto a análisis estructural, existen varios métodos para determinar el 

comportamiento de estructuras ante estos tipos de cargas. El más utilizado para estructuras 

reticulares es el método de rigideces, sin embargo para el análisis de elementos con geometrías 

complejas se desarrolló un método llamado Método del Elemento Finito (MEF). 

Debido a la gran cantidad de datos que se utilizan en la aplicación del MEF y a 

la repetición del proceso para el análisis dinámico, es indispensable el uso de la computadora. 

El objetivo principal es desarrollar un sistema para el análisis dinámico de los 

estados planos por el MEF empleando la solución Beta de Newmark. El sistema se desarrolla 

en un ambiente de trabajo Windows, empleando la técnica de programación estructurada. 

En el capítulo 2 se describe la ecuación de equilibrio dinámico de un medio 

continuo empleando el MEF, y la forma de idealizarlo con elementos finitos. 

En el capítulo 3 se describen las funciones de forma de las geometrías de 

elementos finitos. 

En el capítulo 4 se describe la forma de obtener las matrices de rigideces y de 

masas de los elementos finitos. 

En el capítulo 5 se describe la forma de ensamblar las matrices de rigideces y 

de masas del continuo. 
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En el capítulo 6 se describen los métodos de solución de la ecuación de 

equilibrio dinámico y se desarrolla paso a paso el método Beta de Newmark. 

En el capítulo 7 se describen los elementos con que cuenta Visual Basic, la 

forma en que está organizado el programa de computadora y se presenta el manual de usuario 

para el programa desarrollado. 

En el capítulo 8 se analizan algunos continuos empleando el programa Análisis 

de los Estados Planos por el Método del Elemento Finito. 

Finalmente se dan las conclusiones del trabajo realizado. 



2. ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO PARA LOS 

ESTADOS PLANOS 

El MEF es un método matemático para resolver ecuaciones diferenciales de 

valores en la frontera o iniciales. 

En mecánica estructural el MEF es una extensión de los métodos matriciales 

para analizar un medio continuo, el cual se idealiza como una estructura formada por un 

número finito de elementos interconectados entre sí por puntos (conocidos como puntos 

nodales) (Fig. 2.1). Este método es muy útil cuando la geometría el continuo es compleja. 

4 
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Elemento Finit 
Punto Noda 

Fig. 2.1 Medio Continuo Dividido en Elementos Finitos. 

Para plantear las ecuaciones de equilibrio de la teoría de la elasticidad y 

proponer su solución por el MEF, se puede emplear el método de los residuos pesados o los 

métodos variacionales. 

2.1. ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DEL MEDIO CONTINUO 

En la teoría de la elasticidad lineal la ecuación variacional está dada por el 

principio del trabajo virtual, el cual se obtiene de las ecuaciones de Cauchy del movimiento 

que en forma matricial está dado por la ecuación: 

{j£'czrfQ+ jnp5utidn = jrpSu'a(n)dr+ j^póu fdQ. (2.1) 

en donde: 

Q Punto interior de la estructura 

r Condiciones de frontera 

S Primera variación que opera sobre las cantidades que proceden 

(?(„) Componentes de las cargas que actúan por unidad de superficie 

/ Vector de cargas de cuerpo 
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e Componentes del vector de deformación 

a Componentes del tensor de esfuerzos 

« Vector de desplazamiento 

p Densidad de masa por unidad de volumen 

U Vector de aceleraciones 

Al considerar una solución aproximada del campo de desplazamientos: 

u « « (2.2) 

En donde « es el vector de soluciones aproximadas de los desplazamientos. 

La solución aproximada se propone mediante funciones de forma y se tiene: 

u*ü = N u 2 . 3 ) 

En donde U son los desplazamientos que se van a obtener en la solución y N 

es la matriz de funciones de forma. De acuerdo a la teoría de la elasticidad se pueden definir 

las siguientes ecuaciones 

£ = Lu (2.4) 

<z = Ü£ (2.5) 

En donde s y a están definidos en la ecuación (2.1), L es una matriz de 

operadores. 
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L = 

5 0 
dx 

0 P-

d d 
dy dx 

(2.6) 

Y D es una matriz de coeficientes elásticos, que varía de acuerdo al estado 

plano que se desea analizar. 

Para el estado plano de esfuerzos la matriz D es: 

n 
E 

\-v¿ 

1 o 0 

v 1 0 

0 0 Ul-o) 

(2.7) 

Para el estado plano de deformaciones la matriz D es: 

D = 
(l + u\l-2o) 

\-v u 0 

v í-u 0 

0 0 \{l-2o) 

(2.8) 

donde: 

E Módulo de elasticidad lineal 

v Coeficiente de Poisson 

Al considerar la solución aproximada se sustituye la ecuación (2.3) en las 

ecuaciones (2.4) y (2.5) y, la expresión que se obtiene es: 

e = LN.U (2.9) 



tiene: 

cr = DLNü (2.10) 

Se define: 

B = LN (2.11) 

Al sustituir la ecuación (2.11) en las ecuaciones (2.9) y (2.10). 

ar = DBu (2.12) 

e = Bu (2.13) 

Al considerar la primera variación, con los desplazamientos aproximados se 

Su*óu = KSU (2.14) 

Su *Sü' =K'SU' (2.15) 

Al sustituir las ecuaciones (2.12) a (2.15) en la ecuación (2.1) se obtiene: 

[da' B' DBttdQ. + f pSU' NUdQ = { Su' N' c7(n)dT + 
ti ti i: ( 2 1 6 ) 

+ ^Stt'fdQ 

Al factorizar y simplificar se obtiene la ecuación: 

¡nB* DBdQU+ ¡nPN.' Ndm = {*&' a („)dT + ^pN* fdQ (2.17) 

Misma que es válida para toda la región del continuo (Q + r). Al reordenar los 

términos se obtiene: 
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^B* DBdQu + ¡^pN1 Ndm = ̂ N' a(n)dr + ̂ N' fdQ. (2.18) 

Por definición: 

K= \aB
t DBdQ. 

M = p¡QNt NdQ 

f^^N'fdtl 

Donde: 

K Matriz de Rigideces del Continuo. 

M Matriz de Masas del Continuo. 

f_c Vector de Fuerzas de Cuerpo del Continuo. 

f_s Vector de Fuerzas de Superficie del Continuo. 

Al sustituir las ecuaciones (2.19) a (2.22) en la ecuación (2.18) se obtiene la 

ecuación de equilibrio dinámico: 

MU + KU = fs+fc (2.23) 

Considerando que las fuerzas externas varían con el tiempo, y agregando el 

término que relaciona el amortiguamiento se llega a la ecuación: 

MU + Cú + Ku = P(t) (2.24) 

Donde: 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 
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C Matriz de Amortiguamiento del Continuo. 

VL Vector de Aceleración. 

P(,) Fuerzas de Superficie y de Cuerpo que varían con el tiempo. 

fí Vector de Velocidad. 

2.2. DISCRETIZACIÓN DEL CONTINUO 

Al aplicar el método del elemento finito en la solución de la ecuación de 

equilibrio dinámico se tienen las siguientes hipótesis. 

a) El medio continuo se divide en un número finito de regiones (Elementos 

Finitos). 

b) Los elementos finitos están interconectados por un número finito de puntos 

nodales situados en las fronteras de los mismos, y los desplazamientos de 

los puntos nodales son las incógnitas básicas del problema. 

c) Se define en forma única el campo de desplazamientos en cualquier punto 

del elemento finito en función de los desplazamientos de los puntos nodales. 

d) Conocidos los desplazamientos se pueden definir en forma única las 

deformaciones y los esfuerzos. 

Según las hipótesis anteriores la región Q + T se divide en elementos finitos, 

esto es: 

Q = ¿ Q J (2.25) 
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r = £r; (2-26) 

Donde: 

n Número de elementos finitos del continuo. 

La ecuación (2.18) se aplica en forma aislada a todos los elementos finitos por 

lo que se tiene: 

^tB' DBda'u + k pKe>' N'dQ.eü' = ^tN
e'o-{n)dre + 

+ lNe'fd& 
(2.27) 

donde: 

Q ' Región de cada elemento 

r ' Frontera de cada elemento 

y por definición: 

K'= ^R'DBdD.' (2.28) 

M° =p[ieN',NedQ.e (2.29) 

f>{,^e'^n)dT' (2.30) 

¿1= ![eAf'/¿Qe (2.31) 
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donde: 

Ke Matriz de Rigideces del Elemento 

Me Matriz de Masas del Elemento 

/ ' Vector de Fuerzas de Superficie del Elemento 

/ ' Vector de Fuerzas de Cuerpo del Elemento 

Al sustituir las ecuaciones (2.28) a (2.31) en la ecuación (2.27) se obtiene el 

modelo discreto de cada elemento, esto es: 

K'u +MeUe = f[ + f'c (2.32) 

La ecuación es válida únicamente en la región del elemento y a partir de 

calcular las matrices de rigideces y de masas de cada elemento es posible obtener las matrices 

de masas y rigideces del continuo discretizado en elementos finitos. 



3. FUNCIONES DE FORMA 

En la solución aproximada considerada se deben definir las funciones de forma, 

las cuales dependen de los siguientes factores: 

a) Geometría global.- Esto se refiere al tipo de espacio donde se van a integrar 

las ecuaciones, puede ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. 

b) Grado de aproximación deseado en la solución: Generalmente las funciones 

de forma son de interpolación, las cuales son polinomios con funciones 

exponenciales o trigonométricas. Si son polinomios lineales, únicamente se 

requieren los puntos nodales en los vértices del elemento, si se utilizan 

polinomios cuadráticos se deben adicionar puntos nodales en la frontera del 

elemento. 

13 
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c) Facilidad de integración sobre el dominio del elemento: La función de forma 

debe permitir la representación de cualquier forma lineal, de manera que se 

satisfaga el criterio de deformación constante. 

d) Las incógnitas deben presentar continuidad entre elementos. 

3.1. ELEMENTO TRIANGULAR 

3.1.1. Interpolación lineal 

A 

'<*J> 

j(*j 

Fig. 3.1 Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas. 

Se requieren únicamente los tres puntos nodales sobre los vértices, y las 

funciones de forma en coordenadas cartesianas son: 

N¡= A^+b.x + c.y) 
A 

NJ = UaJ+bJx + cJy) 

Nk = A^k+bkx + cky) 
A 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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N¡ Función de forma del nodo i. 

Nj Función de forma del nodo y. 

Nk Función de forma del nodo k. 

a¡ = xjyk-x
kyj (3-4) 

b, = yj-yk (3-5) 

ci =xk-Xj (3.6) 

aj=x
kyi-x¡yk O-7) 

bj = yk-yi (3.8) 

Cj=x,-xk (3.9) 

at=xiyj-xjyi (31°) 

bk=y,-yj (3-11) 

ck=Xj-x, (3.12) 

A = a¡ +ÜJ +ak (3.13) 

x¡ Coordenada x del nodo /. 

y¡ Coordenada^ del nodo i. 

Xj Coordenada x del nodo j . 

yj Coordenada y del nodo j . 

xk Coordenada x del nodo k. 

yk Coordenada y del nodo k. 
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3.1.2. Interpolación Cuadrática 

Fig. 3.2 Elemento triangular cuadrático. 

Se requieren los puntos nodales sobre los vértices y tres puntos nodales sobre 

los lados, y las funciones de forma en coordenadas de área son: 

N, = ( 2 1 , - 1 ^ , 

Nj=4LiL2 

^ = ( 2 £ 2 - l ) L 2 

iV ;=4LzL3 

Nm =(2L3-l)L3 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3-19) 

donde: 

L, ,L2 yL3 Son coordenadas de área. 

Li =~(ai+b¡x + ciy) 
A 

Li=~{ak+bkx + cky) 
A 

(3.20) 

(3.21) 
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A 

"i=xkym-xmyk 

bi=yk-ym 

Ci=Xn,-Xk 

ak=xmyi-xiym 

bk=ym-y¡ 

c k = x i - x » 

am=x
iyk~

x
kyi 

K =y,-yk 

cm=x
k-

x¡ 

A = a(. +ak+añ 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

3.2. ELEMENTO CUADRILÁTERO GENERAL 

Para facilitar la integración en el dominio del elemento es conveniente usar 

coordenadas normalizadas y la forma de seleccionarlas se indica en la figura 3.3. 

Fig. 3.3 Coordenadas normalizadas para un rectángulo. 
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Debido a la geometría del cuadrilátero, las funciones de forma se pueden 

generar, automáticamente, mediante productos de polinomios en las dos coordenadas. 

Las funciones de interpolación de la familia Serendipity se obtuvieron, 

originalmente por inspección; y por esta razón, Zienkiewicz les asignó dicho nombre, en 

similitud con la princesa de Serendip de la novela de Horace Walpole, famosa por sus 

descubrimientos casuales. 

Esta familia se originó por la convergencia de que las funciones de 

interpolación dependan de puntos nodales localizados sobre los lados del elemento. Es 

necesario mencionar que las funciones generadas por los puntos localizados sobre los lados, 

generan polinomios hasta la interpolación cúbica; para mayores aproximaciones es necesario 

agregar nodos interiores. 

3.2.1. Interpolación Lineal 

(-U) (1,1) 

(-1,-1)' 0,-1) 
Fig. 3.4 Elemento cuadrilátero general normalizado. 

Se requieren únicamente los puntos nodales sobre los vértices: 

N^Ul + gJl + W,) i= 1,2,3,4 
4 

(3.33) 

Para el orden mostrado en la figura 3.4 las funciones de forma se reducen a: 

4 
(3.34) 
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4 

4 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

3.2.2. Interpolación cuadrática 

(-U) 
Q> 

(-1,0)® 

2(0,1) (í.i) 

©—®—G) 
(-1,-1) (0,-1) (1,-1) 

Fig. 3.5 Cuadrilátero cuadrático normalizado. 

Se requieren cuatro puntos nodales sobre los vértices y cuatro puntos nodales 

sobre los lados: 

a) Para los nodos sobre los vértices: 

N, =Ul+ & Xl + 77, X#, + 77, " O i= 1,2,3,4 
4 

b) Para los nodos sobre los lados: 

;V,=^( l -<f) ( l + 77,) £ = 0 / = 5,7 

iV|.=^(l + ̂ / Xl-7 2 ) 7,=0 / = 6,8 

(3.38) 

(3.39a) 

(3.39b) 

De acuerdo al orden de los nodos que muestra la figura 3.5 las funciones de 

forma son: 
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Nt=^(\-^-r,\-^-ri-\) (3.40) 

Nj = 1
4{l + Z)(l-T]X{-ri-l) (3.41) 

NA = *(l + £Xl + * + >7-l) (3-42) 

N, =J(l-^Xl + 7X-i + '7-l) (3-43) 

iV1B = J ( l -^Xl-7) (3-44) 

7V„ = *(l + £ ) ( l - V ) (3.45) 

7V0 = ̂ ( l - ^ 2 X l + /7) (3-46) 

N,=±(1-ÍÍ1-T,*) (3.47) 

3.3. E L E M E N T O S I S O P A R A M É T R I C O S 

Para que cualquier geometría, relativamente compleja, se pueda representar con 

un número pequeño de elementos, se necesitan elementos finitos con formas más complejas 

que las descritas anteriormente. En este apartado se tratan geometrías distorsionadas (lados y 

superficies curvas) de los elementos de forma simple que conduzcan a geometrías arbitrarias 

según se puede observar en la figura 3.6, en donde los puntos asociados a las regiones 

regulares mapean a puntos de las regiones irregulares. En este mapeo, la referencia original del 

elemento se transforma en una referencia curvilínea. Si el mapeo es uno a uno, se puede 

establecer una correspondencia entre las coordenadas cartesianas y curvilíneas de la forma 

mostrada en la figura 3.6. 

y) U 
(3.48) 
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Una vez establecida la relación dada por la ecuación anterior, las funciones de 

forma se pueden especificar en términos de las coordenadas locales y, mediante una serie de 

transformaciones, determinar los elementos, correspondientes a una referencia arbitraria. 

y 
(-1,1) 

•X 

Coordenadas Locales Coordenadas Cartesianas 

Fig. 3.6 Mapeo de elementos bidimensionales. 

Si N¡ =N¡(^,r/) son las funciones de forma del elemento en coordenadas 

locales (no deformadas), se puede realizar la transformación de coordenadas mediante las 

relaciones siguientes: 

x = Nx 

y = Ny 

(3-49) 

(3.50) 

donde: 

x, y Coordenadas en referencia cartesiana de cualquier punto localizado en el 

elemento deformado. 

x,y Vectores de las coordenadas cartesianas de los puntos nodales que 

definen la frontera del elemento. 

47933 
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N Funciones de forma, del elemento, referenciadas al sistema 

coordenado (£, r¡). 

Considerando el sistema de referencia local {¿, r¡) y su correspondiente sistema 

de referencia global(x,y); las derivadas parciales de las funciones de forma N¡ respecto a las 

variables locales, para la regla de la cadena, se pueden expresar, en forma matricial, como: 

'",? ( 

N, 

\ 
= J 

(N. \ 

KN'*J 
(3.51) 

_ xH yH)(Nhx 

V . 

donde: 

/ Matriz Jacobiana. 

x,£ , x,v , y,^, y,v Derivadas de las coordenadas globales en términos de las 

locales. 

Pero como se conocen las funciones de forma en referencia local, se pueden 

conocer sus derivadas parciales con respecto a las coordenadas locales y, de la ecuación (3.51) 

se pueden despejar las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las 

coordenadas globales. La ecuación obtenida es: 

donde: 

/ " ' = 

= 1 (3.52) 

y>n - y> 

- x , n V ) 

J=xHy,n-x,11yH 

(3.53) 

(3.54) 
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3.3.1. Interpolación lineal 

Las derivadas parciales de las coordenadas globales en términos de las locales 

se obtienen de las ecuaciones (3.49) y (3.50): 

x,f = Ni4xt + NJ4Xj + Nk4xk + N,¿x, (3.55) 

*>„ = Ni„xi + Nj,r,xj + N«,nx« + N',nx' (3_56) 

y^ = Ni¿yi + Nj¿yj + N^yk + Nl4y, (3.57) 

*„ = N,*y, + Nj„yj + Nk„yk + Nt„y, (3.58) 

Las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las 

coordenadas globales se obtienen con la ecuación (3.52): 

N^=l
T^Nl4-yHNj (3.59) 

** ,=4 (-*»**«+***'*) (3.60) 

Nj^^N^-y^Nj (3.61) 

i 

Nk,x=
1
rl(y^N^~yHNJ (3-63) 

tf|* = ̂  G\ * « - *f **J (3-65) 

N,*=M-*;*«+*><*,„)• (3 . 6 6) 
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Donde: 

J se define por la ecuación (3.54). 

Las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las 

coordenadas locales se obtienen de derivar las ecuaciones (3.34) a (3.37): 

N . , - - ^ (3.67, 
4 

N,„ = " ^ " ^ (3-68) 

iV,. = &---^ (3.69) 
J* 4 

7V., = " A + ^ (3.70) 
4 

NÍ¿M (3.7,) 
4 

T V , , = V* í ; (3.72) 
4 

W,e-=fii2Í (3-73) 
4 

/V,, = - L ^ (3.74) 

3.3.2. Interpolación cuadrática 

Las derivadas parciales de las coordenadas globales en términos de las locales 

se obtienen con las ecuaciones (3.49) y (3.50): 

x,4 = N,4x, + NJ4Xj + Nt4xk + Nl4x, + 

+ Nm4xm + Nn4x„ + N,4x. + Np4xp 

x,v = N,„x, + NjtnXj + Nk„xk + N^x, + 

+ Nm„xm + N„^x„ + N0tT1x0 + N„xp 



25 

yH = N,4y, + Nuyj + Nk4yh + N,4y, + 

+ Nm¿ym + Nn4y„ + N.4y. + Np¿yp 

•N = N^y, + Nj„yj + Nk„yk + N,„y, + 

+N v +N v +N v +N v 

Las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las 

coordenadas globales se obtienen con la ecuación (3.52): 

N,* = fa,*i4-*<*,«) 0-79) 

Nlty = ±¡(-x1tlNl4+x,eNj (3.80) 

^^k^-j'.f^J (3.81) 

Nj* = ,(-*>, Nj4+*>t*J (3-82) 

Nk^ = ;ji\ytnNkJ-y9£NkJ (3.83) 

^k,y=M~^r,Nk4+x,,Nj (3.84) 
\J\ 

Nl*=\{y,iNt4-y,iNt„) (3.85) 

l̂*= ¿| (-*.,*«+***!*) (3-86) 

Donde: 

J se define por la ecuación (3.54). 

Las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las 

coordenadas globales se obtienen de derivar las ecuaciones (3.40) a (3.47): 
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Ni,y = J(-x,,N^+x,iNiJ 

N,* = 1jb>n*j¿-y><*J 

NJ,? = j(-x»1
NJ¿+xHNJ 

Nk,x=
l
J(y,tlNk¿-yHNj 

Nk,y = j{-x,vNk¿+xHNk„) 

Nt^ = j(y^N,4-y,iN,in) 

Nl,, = j{-X>,Nl4+X>fNl«) 

Nm¿c=-(y,„Nm4-y,iNm„) 

Km,y = (- x,v Nm¿ + xH Nm„ ) 

Nn,x = -{y^N^-y^N^) 

NH,,=-(-x,vN„4+x,sNm„) 

K0,x = j(?*vN.4-y,sN.„) 

N.„=j(-x>nN.¿+x>fN.«) 

Np* = j(y>,N,4-y>sN,«) 

NP,y=1j(-X>nNP4+X>4NP,v) 

(3.88) 

(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 



4. OBTENCIÓN DE LAS MATRICES DE RIGIDECES Y 
MASAS DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

Las matrices de Rigideces y masas, para todos los casos quedan definidas por 

las ecuaciones (2.28) y (2.29), mismas que para los estados planos se reducen a: 

Ke = f B'DBdA' (4.1) 
*Ae 

M' =p\eN
e'NedAe (4.2) 

JA 

En los incisos siguientes se definen las matrices de continuidad y de forma de 

los elementos finitos, las matrices de constantes elásticas están definidas por las ecuaciones 

(2.7) y (2.8) para ambos tipos de estado plano. 
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4.1. ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL 

Las matrices de rigideces y masas del elemento triangular lineal se obtienen 

directamente, debido a que las derivadas de las funciones de forma son constantes. 

La matriz de continuidad {B), queda definida por la expresión: 

B = 

N, 0 TV 

0 TV i,y 
0 TV 

0 TV 

j,y 

k,x 

0 TV 

0 

k,y 

K ¡>y 

donde: 

•'x A 

TV. =CJ-
•'y A 

J,x A 

TV. =C> 
" A 

*** 
-bL 

A 

N N N N N N 
l y ' •• - " i , * l y j,y l y j,x ly k,y ly, 

•• J 

TV 

(4.3) 

k,y 

(4.4) 

(4.5) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.4) 

(4.5) 

La matriz de funciones de forma se define como: 

TV = 
TV, 0 Nj 0 TV, 0 

0 TV; 0 TV.. 0 TVt 
(4.6) 

Donde, TV,., TV; y Nk están definidas por las ecuaciones (3.1) a (3.3). 



4.2. ELEMENTO TRIANGULAR CUADRATICO 

La transpuesta de la matriz de continuidad queda definida por: 

B' = 

N, 0 N, 

0 N, N, 

N, 
0 N 

0 Nj* 

Nt 

j,y 

0 N 
Nj* 

k,y 

0 N AT k>y k, x 

0 *,* *,* 
JV_ 0 JV_ 

0 N. N. 

N. 0 N 
°<y 

0 N W„ 
o,y o,x J 

donde: 

(4.7) 

^ = ^ ( 4 ^ - 1 ) 
A 

^ = 1(4^-1) 

A 

NUy=-/si
C

k
Ll+CiLl) 

N„ (4L2-l) 

^ , , = ^ ( 4 ^ - 1 ) 

^ = 7 ( 6 ^ 2 + ^ 3 ) A 

N,,,= AcmL1+ckL3) 
A 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 
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^ ^ = - r - ( 4 A - i ) 
A 

Nm¡y = f(4L3-l) 
A 

Nn,x- (bmL, +b,L3) 

N = (c L, +cLx) 
A 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

Al realizar la operación B' ÜB se obtiene una matriz que depende de las 

coordenadas de área, por lo que para integrar dicha matriz se emplea la ecuación (4.20). 

f ÜXL-dA = 2A * í ^ ! 
•k (2 + k + l + m). 

(4.20) 

La transpuesta de la matriz de funciones de forma se define como: 

K' = 

rN¡ 

0 

Nj 

0 

Nk 

0 

N, 
0 

* m 

0 

JV. 

o 

0 ^ 

N, 

0 

NJ 

0 

Nk 

0 

*, 

0 

0 

N. 

(4.21) 

Donde cada función de forma queda definida por las ecuaciones (2.14) a (2.19). 
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Para realizar la integral de TV' N en coordenadas de área se emplea la ecuación 

(4.20). 

4.3. ELEMENTOS ISOPARAMÉTRICOS 

Definida la transformación en las ecuaciones (3.51) a (3.53) se pueden expresar 

las ecuaciones (4.1) y (4.2) en función de las coordenadas locales y se tiene: 

Ke = 11 [^^B'i^DB^^dn (4.22) 

M ' =f>L l^e'(^)NJ(4,r])dAe (4.23) 

Para efectuar la integración de las ecuaciones (4.22) y (4.23) se utiliza la 

cuadratura gausiana por lo que se transforman en: 

*' ='¿S^-fir-^fe-.7.)fl'fe.,»7.)fi^fe.,7.) (4.24) 

m=l n=l 

m=l n=\ 



5. ENSAMBLE DE LAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES 
DEL CONTINUO 

Una parte del proceso de solución de la ecuación de equilibrio dinámico es 

obtener las matrices de masas y de rigideces, del continuo, a partir de las matrices de masas y 

rigideces de cada elemento. 

5.1. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE RIGIDECES DEL CONTINUO 

Para explicar el procedimiento de ensamble en forma adecuada, se presenta una 

viga empotrada en la pared idealizada con los cuatro tipos de elementos finitos que se 

mencionan en el trabajo. Una vez definidas las matrices de rigideces de los elementos finitos, 

sus componentes ocupan una posición en la matriz de rigideces de todo el continuo 

dependiendo de los desplazamientos de los nodos que definen la frontera de cada elemento. 
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En nodos comunes a más de un elemento, se sumarán los valores de las 

rigideces correspondientes a los desplazamientos de dicho nodo. 

5.1.1. Elemento triangular lineal 

5.1 Viga idealizada con elementos triangulares lineales. 

Nodo 

Grado de libertad x 

Grado de libertad y 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

0 

0 

4 

0 

0 

Tabla 5.1 Numeración de los grados de libertad. 

0 0 3 4 1 2 
0 

0 

fe1 = 3 

4 

1 

2 V 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

(5.1) 

0 0 1 2 0 0 
0 

0 

k2=l 

2 

0 

0 

f 

\ 

y y 

y y 

\ 

(5.2) 
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1 2 3 4 

if x + y x + y x x^ 
£=2 x + y x+y x x 

3 x x x x 
4\ x x x xj 

(5.3) 

5.1.2. Elemento triangular cuadrático 

Fig. 5.2 Viga idealizada con elementos triangulares cuadráticos. 

Nodo 

Grado de libertad x 

Grado de libertad y 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

6 

4 

7 

8 

5 

9 

10 

6 

11 

12 

7 

0 

0 

8 

0 

0 

9 

0 

0 

Tabla 5.2 Numeración de los grados de libertad. 

* ' = 

5 6 3 4 1 2 7 8 0 0 9 10 

JC x 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

5 
6 

3 

4 

1 

2 

7 

8 

0 

0 

9 

10 

r 
JC 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

(5.4) 
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0 

0 

11 

12 

5 

/ c 2 - 6 

9 

10 

0 

0 

0 

0 

0 0 11 
f 

y 

y 

y 

y 

y 
y 

, 

12 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

5 6 9 10 0 0 0 0 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

(5.5) 

K = 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

1 2 3 

(x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

,0 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

0 

4 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

0 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

0 

5 

X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

X 

X 

x + y 

x + y 

y 

y 

6 7 

X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

X 

X 

x + y 

x + y 

y 

y 

8 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

0 

9 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0 

0 

10 

X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

X 

X 

x + y 

x + y 

y 

y 

11 12 

X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

X 

X 

x + y 

x + y 

y 

y 

0 

0 

0 

0 

y 

y 
0 

0 

y 

y 

y 

y 

o^ 
0 

0 

0 

y 

y 
0 

0 

y 

y 

y 

yy 

(5.6) 
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5.1.3. Elemento cuadrilátero lineal 

Fig. 5.3 Viga idealizada con elementos cuadriláteros lineales. 

Nodo 

Grado de libertad x 

Grado de libertad y 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

6 

4 

7 

8 

5 

0 

0 

6 

0 

0 

Tabla 5.3 Numeración de los grados de libertad. 

7 8 3 4 1 2 5 6 

&1 

7 
8 

3 

= 4 

1 

2 

5 

6 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

{* 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

(5.7) 

0 

0 

7 

k 2 = 8 

5 

6 

0 

0 

0 0 7 8 5 6 0 0 
f \ 

y y y y 

y y y y 

y y y y 

y y y y 

(5.8) 
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K 

1 

2 

3 

= 4 

5 

6 

7 

8 

1 
(x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

^x 

2 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

3 
JC 

JC 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

4 
JC 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

5 
X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

x + y 

x + y 

6 
JC 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

x + y 

x + y 

7 
X 

X 

X 

X 

x + y 

x + y 

x + y 

x + y 

8 
JC ] 

JC 

JC 

JC 

x + y 

x + y 

x + y 

x + y) 

5.1.4. Elemento cuadrilátero cuadrático 

Fig. 5.4 Viga idealizada con elementos cuadriláteros cuadráticos. 

Nodo 

Grado de libertad x 

Grado de libertad y 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

6 

4 

7 

8 

5 

9 

10 

6 

11 

12 

7 

13 

14 

8 

15 

16 

9 

17 

18 

10 

19 

20 

11 

0 

0 

12 

0 

0 

13 

0 

0 

Tabla 5.4 Numeración de los grados de libertad 
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kl = 

15 

16 

5 

6 

1 

2 

11 

12 

9 

10 

3 

4 

7 

8 

13 

14 

15 

<x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

,x 

16 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

5 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

6 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

1 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

2 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

11 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

12 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

9 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

10 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

3 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

4 1 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

8 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

18 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

1 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

4 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

(5.10) 
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y 

y 
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y 
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y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 
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(5.11) 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 IS 

x 

x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

16 17 18 19 20 

.V .V 

X X 

X X 

X X 

x+y x + y x+y x+y x+y x+y y y y y 

x+y x+y x+y x+y x+y x+y y y y y 

x+y x+y x+y x+y x+y x+y y y y y 

x+y x+y x+y x+y x+y x+y y y y y 

x+y x+y x+y x+y x+y x+y y y y y 

x+y x+y x+y x+y x+y x+y y y y y 

y y y y y y y y y y 

y y y y y y y y y y 

y y y y y y y y y y 

y y y y y y y y y y) 

(5.12) 

5.2. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE MASAS DE LA ESTRUCTURA 

Una vez definidas las matrices de masas de los elementos finitos, se ensambla 

la matriz de masas del continuo de la misma forma que se hizo con la matriz de rigideces, es 

decir, calcular primero las matrices de masas de los elementos finitos y posteriormente hacer 

el ensamble con los indicadores de ecuación. 

5.2.1. Elemento triangular lineal 

Para ejemplificar el ensamble de las matrices de masas para el elemento 

triangular lineal se toman en cuenta la figura 5.1 y los datos mostrados en la tabla 5.1. 
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0 0 3 4 1 2 

m 

0 

0 

= 3 

4 

1 

2 

/ 

x 

x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

(5.13) 

0 0 1 2 0 0 
0 

0 

m2 = í 

2 

0 

0 

( 

y y 

y y 

v 
i 

1 
M = 2 

3 

4 

x+y x+y 

x + y x + y 

X X 

X X 

3 

JC 

X 

X 

X 

\ X 
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5.2.2. Elemento triangular cuadrático 

Para ejemplificar el ensamble de las matrices de masas del elemento triangular 

cuadrático se toman en cuenta la figura 5.2 y los datos de la tabla 5.2. 
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5.2.3. Elemento cuadrilátero lineal 

Para este elemento se utilizan la figura 5.3 y los datos de la tabla 5.3. 
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5.2.4. Elemento cuadrilátero cuadrático 

Para este elemento se toman en cuenta la figura 5.4 y los datos de la tabla 5.4. 
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6. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO 
DINÁMICO 

6.1. MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO 
DINÁMICO 

El modelo matemático correspondiente a las ecuaciones de equilibrio dinámico 

de los medios continuos modelados con la teoría de la elasticidad lineal se indica con la 

ecuación (2.24). 

La solución de la ecuación (2.24) puede obtenerse mediante la aplicación de los 

procedimientos clásicos para la solución de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 

constantes. Sin embargo, tales métodos resultan, en general, poco prácticos para los sistemas 

estructurales debido a la gran cantidad de variables involucradas. Por tal razón, se han 
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desarrollado métodos que toman en cuenta las características de las matrices de rigideces, 

amortiguamiento y de masas, para mejorar la eficiencia del método de solución y se basan en 

las siguientes ideas: 

1) Se satisface el equilibrio únicamente en puntos discretos a intervalos Ai, 

denominado paso de integración (Fig. 6.1). 

2) Se supone conocida la variación, en el intervalo Ai, de los 

desplazamientos, velocidades y aceleraciones. 

Tamaño del Paso 

Fig. 6.1 Variación lineal de la aceleración en el intervalo de integración (lit). 

métodos: 

Las ideas anteriores en función de la aproximación conducen a los siguientes 

a) Método de diferencias centrales. 

b) Método de Houbolt. 

c) Método Theta de Wilson. 

d) Método Beta de Newmark. 

e) Método Alfa de Hilber. 

f) Método Cúbico de Argyris. 
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La diferencia básica entre estos métodos se encuentra en la forma en que se 

aproxima la respuesta en el intervalo At. 

En los métodos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una 

aproximación de las aceleraciones y velocidades en términos de los desplazamientos, mediante 

diferencias finitas. 

En el método Theta de Wilson se supone una variación lineal en el 

intervalo[/,/ + #Af], donde el parámetro 9 > 1, controla la convergencia y estabilidad del 

método. 

En el método Beta de Newmark, se generaliza la variación lineal de la 

aceleración mediante dos parámetros y y ¡5 . 

En el método Alfa de Hilber se emplea la misma aproximación que el de Beta 

de Newmark, pero introduce un término perturbador que se controla mediante un parámetro a . 

El método Cúbico de Argyris aproxima la fuerza de inercia mediante una 

variación cúbica en el intervalo At. 

El propósito que se persigue en cualquier método de integración numérica es 

que el método sea eficiente en el contexto de una buena aproximación. 

La convergencia de un método se puede aprobar al satisfacer las condiciones de 

consistencia y estabilidad. La eficiencia de un método depende de la elección apropiada del 

paso de integración, At, para el cual el método converge a la solución. 
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1.2. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DINÁMICO. 
(BETA DE NEWMARK) 

El objetivo fundamental al resolver la ecuación de equilibrio dinámico es 

encontrar los desplazamientos correspondientes a los puntos nodales de la malla de elementos 

finitos en que se discretizó el continuo. 

Dado que para el análisis dinámico, únicamente se conoce la historia de 

aceleraciones en un intervalo de tiempo (acelerograma); es necesario suponer una variación 

lineal en un incremento de tiempo (At) para encontrar una ecuación que defina la aceleración 

en cualquier punto. 

Fig. 6.2 Variación lineal de la aceleración. 

Considerando los datos mostrados en la figura (6.2) y la ecuación de la línea 

recta se obtiene la relación de la aceleración en el intervalo de tiempo I t¡,tM I. 

At 

donde: 

ilt Aceleración al tiempo t 

U¡ Aceleración al tiempo t¡ 

lii+l Aceleración al tiempo tM 

(6.1) 



50 

t¡ Inicio del intervalo de tiempo en estudio 

ti+í Final del intervalo de tiempo en estudio 

t Tiempo en estudio 

At Intervalo de tiempo 

Al integrar la ecuación (6.1) con respecto al tiempo se obtiene una relación que 

define la velocidad al tiempo t, y es: 

* » = « / + , ( « í + | - » i ) + C ( 6 . 2 ) 

2At 

donde: 
üt Velocidad al tiempo t 

La constante de integración se obtiene aplicando las condiciones de frontera. 

Cuando t = 0, út=ú¡ por lo que se encuentra: 

c = ü¡ (6.3) 

Al sustituir la ecuación (6.3) en la ecuación (6.2) se obtiene: 

*,=at+tul+--(uM-ul) (6.4) 
2At 

donde: 

ú¡ Velocidad al tiempo t¡ 

Al integrar la ecuación (6.4) con respecto al tiempo se obtiene la ecuación de 

desplazamiento al tiempo t: 
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t t 
u, = tú, + -- It, + (UM -Ut)+c (6.5) 

2 6At 
donde: 

«, Velocidad al tiempo t 

Al aplicar las condiciones de frontera se obtiene el valor de la constante de 

integración. Cuando t = 0, ut = u¡ por lo que se obtiene: 

c = «,. (6.6) 

Al sustituir la ecuación (6.6) en la ecuación (6.5) se obtiene: 

t1 t3 

u,=u,+ to, +-U¡ + ~- (üM - ü,) (6.7) 
2 6Aí 

donde: 

u¡ Velocidad al tiempo t¡ 

Las ecuaciones (6.1), (6.4) y (6.7) se pueden reducir al tomar en cuenta que 

cuando t = At; üt = wí+1, ó, = ú¡+[ y ut - ui+l. Al realizar las sustituciones y operaciones 

necesarias para cada ecuación se obtiene: 

üi+x = uM (6.8) 

« i + i = * i + y ( » i + « i + i ) (6-9) 

uM = «,. + Ata, + ~-(2ü, + UM) (6.10) 

Las ecuaciones (6.8) a (6.10) muestran la aceleración, la velocidad y el 

desplazamiento del suelo ante un evento sísmico. 
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Para involucrar el evento sísmico en el comportamiento estructural es necesario 

considerar la ecuación de equilibrio dinámico: 

Mu + Cú + KM = P(t) (6.11) 

Al sustituir las ecuaciones (6.8) a(6.10) en la ecuación (6.11) se obtiene: 

MüM + C 

/ 

«/ + -•-• ( a , + tfí+i) + 

+ K 
At2 

u¡ + At ü i + (uM +2üi) 
6 

= PM 

(6.12) 

Al despejar ü¡+] de la ecuación (6.12) se obtiene: 

UM = 
f 

E¡+i~C At 
A¡ + --Ui 

V 2 j 

^ ( At2 ^ 
-K u¡ + Atü¡ + Ui 

3 V 

' Ai _ Ai2 ^ V ' 
M + C + K 

2 6 J 

Al considerar que: 

Ai 
a = ü¡ -\ U¡ 

2 

A' 6 = «, + Ai ti, + «, 
"' ~ 3 

' A/ _ Ai2 _ v ' 
M + — £ + — £ 

2 6 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

La ecuación (6.12) queda expresada como: 

UM = E(EM -Ca- Kb) (6.17) 

Al sustituir las ecuaciones (6.14) a (6.17) en las ecuaciones (6.8) a (6.10) se 

obtienen las ecuaciones predictoras o generalización lineal: 
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UM = F(PM - C« - Kb) (6.18) 

«,+, = a + «i+I (6.19) 
2 

«,+1 = 6 + Ui+l (6.20) 
6 

En las ecuaciones (6.18) a (6.20) se puede observar claramente que conociendo 

el valor de ü¡+i, se pueden conocer los valores de w/+1 y ui+x. 

6.3. GENERALIZACIÓN DE NEWMARK 

Newmark generaliza las ecuaciones (6.8) a (6.10) por medio de dos parámetros 

adimensionales ¡3 y y ': 

ÜM=UM (6.21) 

AM =&Í+ ((l - TK + yt*M W (6.22) 

í/,+1 = «; + Aígf + 1 - P\MX U¡ + PM1 UM (6.23) 

El parámetro y9 está relacionado con la estabilidad del método y el parámetro 

y está relacionado con la estabilidad y convergencia del método debido al amortiguamiento 

matemático. 

Cuando B = — y y = — el sistema es incondicionalmente estable. Al sustituir 
4 2 

las ecuaciones (6.21) a (6.22) en la ecuación (6.11) se obtiene: 
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Müi+Í + C(ü¡ + (l - y ) t e ü i + yAtUi+l) + 

+ K ú¡ + At Ai + | — J3 At1^ + pAt2UM 
2 ) 

= PM 

(6.24) 

Al despejar üí+l de la ecuación (6.24) se obtiene: 

Ui+i = pi+l-c(üi+(i-y)Atu¡)-K 
( 

u¡ + Atüi + 
(A \ 

v¿ ) 
At U, 

(6.25) 

x(M + r^C + j3At1K)'1 

Al considerar que: 

a = ü¡ + (l-y)Atü¡ 

b = u¡ + Atü¡ +1 - - P Aí2tt¿ 

F = (M + yAtC + PAt2 KY 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

La ecuación (6.25) se reduce a: 

ÜM = F.(P.M - C a - Kb) (6.29) 

Al sustituir las ecuaciones (6.26) a (6.29) en las ecuaciones (6.21) a (6.23) se 

obtienen las ecuaciones predictoras de Newmark. 

üM = F(Pi+í -Ca-Kb) 

üi+1 = a + yAtUM 

ui+i =b + pAt1Ui+l 

(6.30) 

(6.31) 

(6.32) 
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6.4. BETA DE NEWMARK CON AMORTIGUAMIENTO DE 
RAYLEIGH 

Aunque el modelo matemático de los sólidos, elásticos lineales no considera 

efectos disipativos, al utilizarse en la modelación de las estructuras reales se considera un 

término correspondiente a las fuerzas disipativas del tipo viscoso lineal. 

La matriz de amortiguamiento de la estructura, puede ser calculada con el 

criterio de Rayleigh mediante la ecuación: 

C = aM + nK (6.33) 

donde a y ju son conocidos como coeficientes de Rayleigh. 

Al sustituir la ecuación (6.33) en las ecuaciones (6.30) a (6.32) se llega a las 

ecuaciones predictoras de Newmark con amortiguamiento de Rayleigh. 

Ui+l = F(E,+I - atea - K(jja + b)) (6.34) 

ÜM = a + yAtüi+l (6.35) 

«,+, = b + /3At1UM (6.36) 

Donde: a y i se definen por las ecuaciones (6.26) y (6.27); la matriz F y el 

vector P/+1 quedan definidos por las expresiones: 

F = [(l - ayAt)te + (ju/At + /¿At1 )K\1 (6.37) 

Pi+\ = -teüg (6.38) 

Donde el término üg corresponde a la aceleración del apoyo del continuo. 

Para efectos de facilitar el manejo de las ecuaciones se plantea la solución como 

un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b y se sustituye F = K . Al tomar en cuenta las 

consideraciones anteriores se llega a establecer la ecuación: 
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KUt=r (6.39) 

Donde: 

K = (l - ayte)M + (pybi + /3At2 )K (6.40) 

r = -Mug-aMa-K(jua + b) (6.41) 

6.5. ALGORITMO DEL MÉTODO BETA DE NEWMARK 
GENERALIZADO CON AMORTIGUAMIENTO DE RAYLEIGH 

• Se calcula la matriz K con la ecuación (6.40). 

• Se determinan los vectores a,byr para cada punto del acelerograma con 

las ecuaciones (6.26), (6.27) y (6.41) respectivamente. 

• Se resuelve el sistema de ecuaciones mostrado con la ecuación (6.39). 

• Se obtiene el vector de velocidades con la ecuación (6.35) 

• Finalmente se obtiene el vector de desplazamientos con la ecuación (6.36). 

• Se repite el procedimiento tantas veces como puntos de aceleraciones tenga 

el acelerograma 

6.6. PROCESO DE SOLUCIÓN GENERAL DEL MEF 

Para el cálculo de desplazamientos aplicando el MEF, se debe tomar en cuenta 

el siguiente algoritmo: 

1. Lectura de los datos del continuo. 

1.1 Coordenadas de los nodos de los elementos finitos. 

1.2 Condiciones de frontera de los nodos de los elementos finitos. 

1.3 Orientación de los elementos finitos. 

1.4 En el caso de análisis estático, lectura de las cargas aplicadas en los 

puntos nodales de los elementos finitos. 

1.5 En el caso de análisis dinámico lectura del archivo de aceleraciones. 
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1.6 Lectura de las características de todos los materiales del continuo. 

2. Cálculo de las matrices de rigideces de cada elemento finito, utilizando la 

ecuación (4.1). 

3. Si es análisis dinámico cálculo de las matrices de masas de los elementos 

finitos, utilizando la ecuación (4.2). 

4. Ensamble de las matrices de rigideces del continuo, de acuerdo con lo 

explicado en el capítulo 5. 

5. Si es análisis dinámico ensamble de las matrices de masas de los elementos 

finitos, de acuerdo con lo explicado en el capítulo 5. 

6. En el caso de análisis estático resolver el modelo matemático definido por: 

Ku = P (6.41) 

Donde P es el vector de cargas aplicadas a los puntos nodales del 

continuo. 

7. En el caso de análisis dinámico resolver el modelo matemático mostrado 

por la ecuación (2.24), con el método Beta de Newmark generalizado con 

amortiguamiento de Rayleigh (Sección 6.5). 



7. PROGRAMA DE COMPUTADORA 

En los últimos años las computadoras han tenido un gran desarrollo, 

permitiendo así la capacidad de procesar información con una gran velocidad, mayor 

precisión, tienen mayor capacidad de almacenamiento y acceso rápido a la información. 

El MEF es un método matricial, es por ello que se requiere del desarrollo de un 

programa para efectuar las operaciones necesarias. 

7.1. DESCRIPCIÓN DEL SISTEMA 

El procesamiento de información no sólo requiere de una computadora, además 

es necesario contar con el software adecuado a las necesidades de cada trabajo. Para poderle 

indicar a la computadora el tratamiento adecuado de la información, se requiere de un lenguaje 

de programación. 
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Debido a que el lenguaje verbal es totalmente diferente al lenguaje de las 

computadoras, se consideran tres niveles de lenguajes de programación, alto nivel, medio nivel 

y bajo nivel. Los lenguajes de bajo nivel utilizan la programación en el mismo lenguaje de la 

computadora, es por ello que para estos lenguajes es necesario conocer las notaciones binaria y 

hexadecimal. Los lenguajes de medio nivel son lenguajes para interés general, éstos no son tan 

complejos como los de bajo nivel. Los lenguajes de alto nivel son los que más se asemejan al 

idioma humano, éstos son los lenguajes más utilizados debido a que para escribir una 

sentencia no es necesario conocer el lenguaje de la máquina. 

Dentro de los lenguajes de alto nivel se puede encontrar una gran variedad, 

como: APL (A Programming Language), BASIC (Beginners All purpose Symbolic Instruction 

Code) COBOL (A Programming Language), FORTRAN (Formula Translator), Pascal 

(Llamado así en honor a Blaise Pascal), RPG (Report Program Generator), entre otros. 

De los lenguajes de programación mencionados anteriormente, el FORTRAN, 

es ideal para aplicaciones científicas debido a que usa notación matemática y tiene una gran 

precisión numérica. 

Para el entorno Windows uno de los primeros lenguajes de programación visual 

fue Visual Basic, que pretendía facilitar el desarrollo de programas de Windows a todos los 

programadores sin necesidad de tener que aprender otro lenguaje. Visual Basic no se parece 

nada, en apariencia, a aquel GwBasic o QuickBasic que trabajaba en ambiente DOS, aunque, 

por supuesto, sigue siendo BASIC. Eso sí, un Basic muy evolucionado, que incorpora 

múltiples tipos de datos, la posibilidad de crear funciones y procedimientos, estructuras de 

control típicas de Pascal o C, orientación a objetos, etc. 

La mayor parte de los programadores en un momento u otro han utilizado 

BASIC, es más, la mayoría de ellos aprendieron a programar con este lenguaje. Por ello Visual 

Basic abre la puerta a la programación sobre Windows a prácticamente todo el mundo y no 

sólo a aquellos que conocen C y además conocen a fondo el funcionamiento de Windows. 
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Visual Basic 5.0 permite desarrollar aplicaciones de 32 bits generando 

verdadero código nativo, lo que redunda en una mayor velocidad de ejecución. 

7.2. ORGANIZACIÓN DEL PROGRAMA 

La forma como está hecho el programa es en forma modular (mediante 

subrutinas), con un menú general con ventanas en cascada recursivo, utilizando el esquema y 

las utilerías del windows 98. 

Dada la complejidad para presentar en forma esquemática un programa de tipo 

recursivo, se considera que el programa lo componen tres etapas que son: 

1. Lectura de datos. 

2. Cálculo de desplazamientos. 

3. Presentación de resultados. 

A continuación se explican los aspectos que realiza cada una de las etapas. 

7.2.1. Lectura de datos 

Este módulo consta de 1712 líneas y está formado por 7 formularios que 

contienen los datos necesarios para la captura de datos, los formularios son: 

FrmSplash.Frm Contiene los datos la presentación del programa, así como 

los datos generales del mismo (versión, plataforma, 

Nombre). 

FrmAbout.Frm Muestra la información acerca del autor del programa y 

permite ver los recursos de la computadora en que se está 

trabajando. 

I 
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FrmNewmark.Frm Contiene los valores de las constantes de Newmark para el 

análisis dinámico. 

FrmPrint.Frm Contiene los elementos necesarios para la impresión de los 

datos, así como los datos para la configuración de la 

impresora. 

FrmRayleigh.Frm Contiene los valores de los coeficientes de 

amortiguamiento de Rayleigh. 

FrmTiempo.Frm Contiene los datos de control de tiempo para la animación 

de los desplazamientos del continuo. 

FrmMainForm.Frm Contiene los objetos necesarios para la lectura de datos del 

continuo. Este formulario se comparte con la presentación 

de resultados. 

Este módulo al ser interactivo con el usuario maneja el aspecto gráfico, con la 

información recibida por teclado, así como de los datos actualizados en archivo, por lo que la 

secuencia de proceso interactuan las tres partes para cada dato requerido. 

7.2.2. Cálculo de desplazamientos 

Este módulo consta de 1037 líneas y está formado por las siguientes subrutinas: 

Calculacion Subrutina que controla la secuencia para el cálculo de los 

desplazamientos de los nodos. 

BetaNewmark Función que resuelve la ecuación de equilibrio dinámico 

por el método Beta de Newmark con amortiguamiento de 

Rayleigh. 

CalcConstElast Cálculo de las matrices de constantes elásticas para cada 

tipo de material dependiendo del tipo de estado plano 

solicitado. 

CalcDFunforGlob Cálculo de las derivadas parciales de las funciones de 

forma respecto a las coordenadas globales para ambos 

elementos cuadriláteros. 
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CalcDFunforLoc 

CalcFunFor 

CalcGradLib 

CalcJacobiano 

CalcMasasVerElem 

CalcRigiElem 

CalcRigiVertElem 

Determinante 

EnsambleRig 

LimpiaMatriz 

LimpiaVector 

MasasElemTC 

MasasElemTL 

MulConstMat 

MulMat 

MulMatVector 

Cálculo de las derivadas parciales de las funciones de 

forma respecto a las coordenadas locales, para ambos 

elementos cuadriláteros. 

Cálculo de las funciones de forma para ambos elementos 

cuadriláteros. 

Cálculo de la matriz de grados de libertad del continuo. 

Cálculo de las matrices Jacobianas de transformación para 

ambos elementos cuadriláteros. 

Cálculo de las matrices de masas asociadas a los vértices 

de los elementos finitos, para ambos elementos 

cuadriláteros. 

Cálculo de las matrices de rigideces para ambos elementos 

cuadriláteros. 

Cálculo de las matrices de rigideces asociadas a los 

vértices de los elementos finitos, para ambos elementos 

cuadriláteros. 

Calcula el determinante de la Matriz Jacobiana asociada a 

cada vértice de los elementos finitos, para ambos 

elementos cuadriláteros. 

Ensamble de las matrices de masas y rigideces del 

continuo. 

Elimina el contenido de una matriz. 

Elimina el contenido de un vector. 

Cálculo de la matriz de masas para el elemento triangular 

cuadrático. 

Cálculo de la matriz de masas para el elemento triangular 

lineal. 

Multiplica una constante por una matriz. 

Multiplica dos matrices. 

Multiplica una matriz por un vector. 
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RigiElemTC 

RigiElemTL 

SustGCSim 

TriangGCSim 

Cálculo de la matriz de rigideces para el elemento 

triangular cuadrático. 

Cálculo de la matriz de rigideces para el elemento 

triangular lineal. 

Solución de un sistema de ecuaciones por el método de 

Gauss Crout para matrices simétricas. 

Triangulación de una matriz para la solución del sistema de 

ecuaciones por el método Gauss Crout para matrices 

simétricas. 

Este módulo sigue un procedimiento Top-Down, modular para realizar el 

proceso como se indica a continuación: 

^ 1 CafcDFmForLoc 

i 
| CafcJacobam ! 

~" T" 
i ¡CafcDFinFwGbbi í 

i ' CafcRipVertBem ¡ 

LirpoMatrtz 

CafcRJ»Efcm ~ " 
' " T — ' --'-

EnsanttlcRig 

~"JT'~ 
s ^ (.Análisis \ . No 

• \ Dinamico? y> '* 

SiJ 
¡ 1 CaJcMasasVertEfcml : 

i LimpiaMatriz 

+ 
CalcRigiElem : 

" ~ 1 
'• T EnsambleRig 

i 

TriangGSm 

*__ 
SustGCSim 

i 

¡ 

Fig. 7.1 Diagrama de Flujo del módulo de cálculo de desplazamientos. 
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7.2.3. Presentación de resultados 

Este módulo consta de 726 líneas y está formado por las siguientes subrutinas: 

DrawEndPicture Dibuja los desplazamientos de los nodos para el caso de 

análisis estático. 

Animatesequence Controla la secuencia de animación de las deformaciones 

del continuo para el caso de análisis dinámico. 

Draw4Sequence Dibuja los desplazamientos de los nodos para el caso de 

análisis dinámico. 

FillResumen Llena las matrices de valores máximos de desplazamientos, 

velocidades y aceleraciones de los nodos del continuo. 

TimerlTimer Controla el tiempo de la animación de deformaciones para 

el caso de análisis dinámico. 

GuardaResultados Crea un archivo de texto y guarda en él los 

desplazamientos obtenidos; en el caso de análisis estático 

sólo guarda los desplazamientos máximos. 

Este módulo es de tipo recursivo y maneja el aspecto gráfico, con los resultados 

obtenidos del análisis. 

El programa cuenta con 3475 líneas en total, sin embargo, el módulo de lectura 

de datos es el que ocupa más líneas debido a que se trata de un módulo interactivo y a la 

cantidad de información que se debe controlar. El módulo de cálculo de desplazamientos 

ocupa menos líneas que el módulo de lectura de datos, debido a que se han creado rutinas 

generalizadas para minimizar el tiempo de máquina y la cantidad de memoria necesitada. El 

módulo de presentación de resultados es el que ocupa la menor cantidad de líneas a pesar de 

ser recursivo, esto se debe a que las acciones que puede realizar el usuario en él son mínimas. 

J 
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En la tabla siguiente se muestra una comparación entre el número de líneas de 

los tres módulos del programa. 

Módulo 

Lectura de datos 

Cálculo de desplazamientos 

Presentación de resultados 

N° de Líneas 

1712 

1037 

726 

Porcentaje 

49.27 % 

29.84 % 

20.89 % 

Tabla 7.1 Comparación del número de líneas de cada módulo. 

7.3. MANUAL DE USUARIO 

Se ha desarrollado un programa para automatizar el MEF. Los requerimientos 

mínimos para la utilización del programa son: 

• Microcomputadora con procesador Pentium. 

• 4 MB de memoria RAM. 

• Sistema operativo 5.0 o superior. 

• Windows 95 o superior. 

Para la ejecución del programa, es necesario realizar primero la instalación del 

programa, debido a que se requieren algunos archivos controladores que son grabados en el 

subdirectorio SYSTEM de Windows. 

Para instalar el programa se deben realizar los siguientes pasos: 

1. Inserte el diskette de instalación número 1 en la unidad de diskette 

disponible. 

2. Desde Windows seleccione y ejecute el archivo A:\SETUP. 

3. Una vez dentro del programa de instalación, se deben responder los datos 

requeridos. 

J 

file://A:/SETUP
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Al terminar de instalar se crea un grupo de trabajo y dentro de este el icono del 

MEF. Para iniciar la ejecución del MEF, seleccionar el icono y dar doble click, 

inmediatamente aparece la pantalla inicial (Fig. 7.2). Se debe hacer previamente la 

discretización del continuo, es recomendable hacer un resumen con las coordenadas de los 

nodos y la orientación de los elementos así como el tipo de material correspondiente a cada 

elemento y las características de los elementos para facilitar el ingreso de los datos solicitados 

por el programa. 

Se airoma <f wodelftMuEto a Akmnoa y CfMMdcsatfa laUNdna on EaBusAno da fe 
Pandad delk) CM da la I H w j i M I Pifiar AuldnomM Eatartoda Putt* 

I^PÍ MEF 
Análisis do los.Estados Planas por 
el Método dol Elemento Finito 

Windows 98 
Version 1.0.0 

«(cJCoprrtflIr 
ramUajflwr rg u n Oanel Bravo ramo* • 

PiwmrtftTgprpifajir^HOwraapMiiaMBdBli 
por aala praaudo, aha ajan haga uto dt atoa 

uva qua aa da a loa reftdadoa moMqa 

F/g. 7.2 Pantalla de presentación del MEF. 

Después de esta pantalla aparece la ventana de datos generales del MEF, en esta 

ventana se debe seleccionar el tipo de elemento finito que se desea utilizar (Triangular Lineal, 

Triangular Cuadrático, Cuadrilátero Lineal o Cuadrilátero Cuadrático), el tipo de análisis 

(Estático o Dinámico) y el tipo de estado plano (Esfuerzos o Deformaciones). 

I=^MW>ÍP.*W!JI IJI | , ' 1por el Método del Elemento (Sin Título) 
t/ttim 'UiraaWla. «(tria * 
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t n i l i n i He luí P a tdtis 
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i'td f Itviieniii bimt i 
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Fig. 7.3 Pantalla de datos generales para el MEF. 
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Esta pantalla cuenta con un menú con las opciones: Archivo, Herramientas y 

Ayuda. En el menú archivo se cuenta con: Nuevo proyecto, Abrir proyecto, Guardar proyecto, 

Imprimir datos del proyecto y Salir; como se puede observar en la figura 7.4. 

Guada (rayado. 

]npm (Mot ád pmyatío. 

S* CU*5 

<" TMnoJaCurtahtoffNodMl 

(~ Cua*látaKLnHl|4NQi}Ml 

r DudritooDMMbeo(6NodM) 

| Tqx>d*A(Wtu* 

Y * 

.. 
|E«<«do Plano 

f DakmKHml 
Andhai I IP loi J> rt jilos 
Plañís pin i>l Mrtiido 
(id 1 1 miento r imto 

fioronu* | 

Fig. 7.4 Menú Archivo. 

La opción Nuevo proyecto, elimina todo lo que se ha hecho hasta el momento, 

esta opción puede ser seleccionada en cualquier momento y regresa a la pantalla mostrada en 

la figura 7.3 para empezar un nuevo proyecto. 

La opción Abrir proyecto, lee un archivo de texto que contiene información de 

algún continuo previamente analizado, siempre busca archivos con extensión MEF. 

CuadCuadDnEal a TiCuadEUEif 
CuadCuadEHElf § T i r i ) r £ í f 
CuadLiCiftf SjTiLinEitEil 
CuadLj€t£ll 
HuoCCOE 
MuoCCEE 
Ti£u*dC*£il 

i¡ft?!?ífer .-£&*.. 

. Pmw¿^í|*^«»MEF f "*) Ü 

Fig. 7.5 Cuadro de diálogo Abrir. 

La opción Guardar proyecto, guarda los datos generales del proyecto en un 

archivo con extensión MEF. 
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F/g. 7.6 Cuadro de diálogo Guardar como. 

La opción Imprimir proyecto, abre un cuadro de diálogo con varias opciones 

referentes a la impresión de datos, en él se debe seleccionar lo que se desea imprimir, ya sea 

todo, datos y/o únicamente los resultados del proyecto. 

la*M«K EPSON S|!«£ÓUIR 400 

•r^tejUKr, . -1 . ; 

OfcWd.tpontfn)41* 

1 O * * 
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Gvfom 
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Fig. 7.7 Cuadro de diálogo Impresión. 

En el cuadro de diálogo impresión, el botón configurar permite seleccionar el 

tipo de impresora, tamaño de papel, alimentación de la impresora y la orientación del papel. El 

botón de propiedades abre el cuadro de diálogo de la impresora seleccionada. 

wSS^^B^SSSm 
- J Ü X i J I U , 

rn*i 

Rate UpmnnwntirttiMielai 
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O f e M JAtonladof <fa Hoei ^ • a ; 

Fig. 7.8 Cuadro de diálogo Configurar impresión. 
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Una vez seleccionados los datos generales deseados (tipo de elemento finito, 

tipo de análisis y tipo de estado plano), oprimir el botón continuar. Si se selecciona análisis 

estático, se visualiza la pantalla mostrada en la figura 7.9, en la cual se deben dar los datos 

generales de la discretización del continuo. 

h^w^mmmiiJ,. •!•• .1.1.1.1.. F-H-=W*M¡¿!WWI 
Atine UMwjMrtM t&da 

Eleacnto Tnangulaf Uneal Anáhm Eilábco Eatado P IMM da Eiluaiaaa 

••*» I B — — T""M«SÜ""1 Mala da Ekaaaniot Frntoi 

fieaew 

Fig. 7.9 Datos de los Nodos de los Elementos Finitos. 

Esta pantalla está dividida en dos partes, un cuadro de dibujo a la izquierda para 

mostrar gráficamente los datos que se van escribiendo. A la derecha aparecen tres folders con 

las leyendas Nodos, Elementos y Materiales. 

Nótese que la tabla que se ve en la pantalla tiene solo un renglón, y en ningún 

lado se ha indicado de cuántos nodos, elementos y/o materiales hay en la malla de elementos 

finitos. Es suficiente con ir agregando los renglones necesarios para cada caso, el programa los 

toma ordenados así como aparecen en las tablas. Para ello es suficiente teclear <ctrl+A> o 

utilizar la opción agregar renglón en el menú herramientas, esta acción insertará un renglón 

inmediatamente después del renglón donde se encuentra ubicado el cursor. En caso que sea 

necesario eliminar algún renglón se debe teclear <ctrl+E> o utilizar la opción eliminar renglón 

del menú herramientas, de esta forma se elimina el renglón donde se encuentra ubicado el 

cursor. 
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ES Análisis de los Estados Planos DOI el Método rf*l Fieme 

Hodat T £lmMn | M * M * I ] 

1 » 1 Cnai CaoA 

I • 1 x Iv 
L.¿iH-MH.__ 
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M Y 1 

I 
Bww» Cabia 

Fíg. 7.10 Menú Herramientas. 

Inicialmente aparece señalada la carpeta de nodos, en esta carpeta aparece una 

tabla donde se requieren las coordenadas de los nodos (x, y), cargas en los nodos (dirección x, 

dirección y) y restricciones de los nodos (1 si el nodo está restringido de movimiento en esa 

dirección, 0 si el nodo es libre de moverse en esa dirección). Los nodos del continuo se van 

dibujando al momento de ir dando sus características, Inicialmente aparece el nodo en color 

gris, si el nodo tiene alguna carga éste cambia automáticamente a color rojo y si tiene alguna 

restricción cambia a color negro, de esta forma es posible revisar gráficamente los datos que se 

van introduciendo en el momento. 

• -fftfa.SS. .»„ ; 

• , T W t , 
EkanMo Tnanguui LraaL Anata» EiUbca. EMadaflaaa de E a a o a 

Fig. 7.11 Coordenadas de los Nodos, en tiempo de ejecución. 
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En la carpeta de elementos, se debe indicar la orientación de ellos y el número 

de material que les corresponda. Es posible tener tantos materiales como elementos finitos, 

para ello se le asigna un número a cada material. 

«tDWra í¡mm»rm-tjftk\ '• 

.-•ma.-,-,, EtoMitfo TlMngulw UnBcLAnáliaM Estibco. Eatads Plano de EthMfZos 

MdU d» EUflMntot Finitos üodw , | 

fítaLiy i 
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£*<»• 

Fíg. 7. /2 Datos de los Elementos Finitos. 

La orientación del elemento se refiere al número del nodo que corresponde a la 

frontera del elemento, en el momento de dar los datos se dibujan los elementos finitos. Los 

elementos finitos se dibujan con líneas negras continuas, pero en caso de asignar al elemento 

un número de material que no existe la línea aparece punteada para indicar de una forma 

gráfica que se deben revisar los datos. 

EÜEEEC 

Fig. 7.13 Orientación de los Elementos en tiempo de Ejecución. 
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En la carpeta de materiales se deben dar las características de los materiales, 

como son: peso específico, módulo de elasticidad lineal, coeficiente de Poisson y espesor. En 

el caso de estados planos de deformaciones, el programa toma automáticamente la unidad y no 

permite cambiar el dato. 

s Eslados Planos por el Método del Elemento Finito 15 
Archwo ti/mtñmiM Aguda 

i-r.mpíam:riPffrpa 
LhiMnloTnangiiwLneaLAnahmtaUbco Litado Plano da ESFUERZOS 

MaJw f" flamante! f Materiales ] _ Hala da Elementos Finitos 

Fig. 7.14 Datos de los Materiales para el Estado Plano de Esfuerzos. 

En caso de que aparezcan líneas punteadas al introducir los datos de los 

elementos, es posible que no se hayan introducido todos los datos de los materiales. Al ir 

dando los datos de los materiales las líneas punteadas irán desapareciendo, en caso contrario se 

deben verificar nuevamente los datos de los materiales. 

i^MBtwiBmwwij .MI..iii UI...I. jüuj jm jMHiPJjmnni 
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Fig. 7.15 Datos de los Materiales en tiempo de ejecución. 
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En caso de querer cambiar alguno de los datos generales, seleccionar el botón 

regresar. Al cambiar alguno de los generales se harán los ajustes pertinentes, sin embargo se 

deben revisar cuidadosamente los datos antes de continuar. Si todos los datos están correctos, 

seleccionar calcular para obtener los desplazamientos de los nodos. Al terminal el cálculo de 

los desplazamientos, aparece un cuadro de diálogo guardar como, que pide al usuario un 

nombre de archivo con extensión SOL, que guardará los datos del proyecto y los 

desplazamientos obtenidos. 

Gytftjwtw J JjMrf wEz 
grlxl 

Archivos de dato* (* tcfl * "3 Canuta 

Fig. 7.16 Cuadro de diálogo guardar. (Archivo de datos y soluciones) 

El archivo aparentemente está desordenado, debido a que los datos aparecen 

separados por comas, sin embargo esto es con la intensión de poder editarlo con excel y darle 

el formato deseado para su impresión e interpretación de resultados. Si se selecciona el botón 

cancelar no se guardará ningún dato. 

Los desplazamientos de los nodos se dan en una pantalla de resultados (figura 

7.17). Esta pantalla tiene un cuadro de dibujo a la izquierda donde se pueden ver gráficamente 

las deformaciones que sufrió el continuo ante las cargas que actúan en él; y del lado derecho 

de la pantalla hay una tabla que contiene los desplazamientos de los nodos, en forma ordenada. 

La gráfica de las deformaciones de los nodos se muestra con líneas punteadas 

de color rojo, y los nodos desplazados en color gris y para resaltar los nodos cargados, éstos se 

muestran de color rojo menos intenso. La malla inicial sigue mostrándose sin cambio alguno, 

para dar una mejor perspectiva de las deformaciones. 
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Desplazamientos de los nodos (Análisis Estático] 

Nodo 

) < 3 
4 

! e 

{toelsH>ma»«nX Desplazamientos en Y 
00001337934839 
00001 «33957105 
0 000102507B236 
•00001067992926 

00 
oof 

0 0017109293258 
00017122029094B 
0 0005759312189H 
0.0005812962772H 

00B 
00H 

Fig. 7.17 Pantalla de Resultados. 

En este momento el programa espera que el usuario decida qué hacer, para ello 

se debe seleccionar alguna opción del menú archivo. 

Para el caso de análisis dinámico, sólo cambia la pantalla mostrada en la figura 

7.9, dejan de aparecer las columnas de cargas en los nodos y se activa el cuadro de texto donde 

se debe indicar cual es el archivo que contiene al acelerograma. 

Mala de Elementos Finitos 

•W 

.fit— Vi.A4W.ia.. i 

: J * W . . Elemento Triangular linea Análisis O n l i i r i Citado Plan de Esfuerzos 

C * J « 

Fig. 7.18 Características de los nodos para análisis dinámico. 

Vi.A4W.ia
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Si se conoce la ubicación del archivo se puede escribir la ruta completa, de lo 

contrario seleccionar el botón examinar y buscar el archivo deseado en el cuadro de diálogo 

abrir. 

SfMtímm KJ'=¿M«f " 

J¡09o95pb_ 12516(2) 

->|0a>95|*_2503211| 

¿n03o95p<>_25032|2> 
J¡0»>S5tf>_S)O7(l) 

J¡09o95p6_5007|2l 
3 09o«Si*_625atl | 

a<Bo95(*_6258(2l 
J¡09o95pb_8344(l) 

3J09o95pc_15618lll 
¿»109<i35pc_156ia(2l 

a09o95pc_3124(lJ 
3|09o95(>e_312<(2) 

a » > 3 5 | ) e . 3 3 0 9 1 | 
jjoSoSBpe 3905(21 
J|09o95pc 5206(1) 

S¡l09oS6pe 5206(2) 

Í j i 09o95x 7809(11 
a09o95pc_7B09(2) 

Fig. 7.19 Cuadro de diálogo abrir, para seleccionar acelerograma. 

Este cuadro de diálogo busca automáticamente archivos con extensión DAT. El 

archivo del acelerograma debe estar en formato texto a una columna, y el primer dato que debe 

contener es el número de puntos del acelerograma seguido del intervalo de tiempo de las 

aceleraciones, y finalmente las aceleraciones. 

El ingreso de los datos se hace de la misma forma que en el análisis estático, 

como se puede observar en la figura 7.20. 

• * i «•»'- * • i V . 
••rwnm.'E" 

I Elemento Triangular lineal, Análisis DINAMICO, ESTADO PLANO DE Esfuerzos 
if_. i • u t J ~ 

Fig. 7.20 Datos de un ejemplo para análisis dinámico. 
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Antes de proceder al cálculo de desplazamientos, se deben verificar los valores 

de las constantes de Newmark y de los coeficientes de Rayleigh. Los valores que hacen que el 

continuo converja a la solución adecuada son y , sin embargo en el menú 

herramientas se activan automáticamente las opciones constantes de Newmark y coeficientes 

de Rayleigh. Estas opciones permiten que el usuario elija los valores que desee para las 

constantes de Newmark y coeficientes de Rayleigh, si no se hace ninguna modificación se 

asume que se trata de un sistema libre no amortiguado, es decir, que los coeficientes de 

Rayleigh son cero. 

Constantes de Newmark 

Fig. 7.21 Cuadro de diálogo Constantes de Newmark. 

ni i ill in ii ii i in HI l l — i 

rí¿l*l« pi 

Fig. 7.22 Cuadro de diálogo Coeficientes de Rayleigh. 

Una vez que están completos los datos, seleccionar el botón calcular, esta 

acción efectúa las operaciones necesarias para determinar el comportamiento del continuo ante 

el evento sísmico aplicado. Al igual que en el análisis estático, al terminar de calcular los 

desplazamientos de los nodos, se pedirá el nombre del archivo donde se deseen guardar los 

datos generales del continuo y los valores de desplazamientos obtenidos. 

En la figura 7.23 se puede observar que la pantalla de resultados está organizada 

con dos folders, uno con la leyenda resumen y el otro con la leyenda máximos. El folder de 

máximos, muestra una tabla del lado izquierdo y un recuadro del lado derecho. La tabla 

muestra los valores máximos absolutos de desplazamientos, velocidades y aceleraciones de los 
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nodos; En el recuadro de la derecha se simulan las deformaciones del continuo al presionar el 

botón animar. 

.,M~-* '-ÍWS-
Valores Máximos de DespIazamientos. Velocidades y Aceleracion nni [Análisis Dinámico)Rmtwirnl 

a«*iwn Tf MMM« \ 

1 
5 

: -4 

! '« ? 
*á4 

0*vbnmi«nlo| 

lil
iü

li VVtoikd t f tnhHoain.J 
00068956 
0.0303462 
0.0047822 
00303483 
00050021 
0OI11Z51 
0003522 

00111148 

032180951 
2198772! 

08473399 
2.1980147J 
06827802 
0684253 

05633157 
06754832 

Fig. 7.23 Pantalla de resultados del análisis dinámico. (Máximos) 

En el folder resumen, se pueden consultar las historias de desplazamientos, 

velocidades y aceleraciones. Este folder está organizado con una tabla de datos a la izquierda y 

a la derecha tres opciones que permiten seleccionar la matriz de datos que se desea visualizar 

(Fig. 7.24). 

EAnálisis de los Estados Planos por el México M I , i t » M f f l « f f W . I T « l ' l , , l 

M JES 

Desplazamientos de Ios Nodos (Análisis 

fe» I Htm 1 . . ' . ¡ • ' " • 

1 
2 
3 
4 
! 
< 
3 
I 

•1 

V - ' n 

T ' i • J""MI J' 'i "Y : • OOOOOOOOO 4)00000892 COUOOIH) OODD01737B 
0O0OO000C 0000O4J61 U0OO1J131 JÍ0003123'B 
OOOOOOOOO O.0O0O1465 4)00004095 OL0DOO2972B 
000000000 4.00004379 400019251 4H00O313DOB 
000000000 000000583 000000752 0 0000151 l B 
000000000 4)00001951 4)00007867 4X0OO12O23H 
OOOOOOOOO 4100001119 4)0001)3107 4JL0O0O23O7H 
00p0O3pX4Ompi93e4OODD»310«00012152B 

1 . •>„<-.SÍ ll 
'-•já-Ja, - ^ - " ' . - . . , , , .v-

» Owl—jul 

Mate**» 

P M4oadRDsipHB«WBnlM 

<~ NttardtVdooJauít 

<~ Matar d i AcahfKOMt 

i<7g. 7.24 Pantalla de resultados del análisis dinámico. (R< 

rtnl.ii
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Para controlar la animación del comportamiento del continuo ante la carga 

dinámica, en el menú herramientas está la opción Animación..., esta opción muestra un cuadro 

de diálogo, donde se debe dar el tiempo deseado para la animación, en segundos. 

La animación se suspende cuando ha transcurrido el tiempo deseado y/o cuando 

se ha simulado toda la historia de desplazamientos correspondiente al acelerograma analizado. 

Duracion de la Animacion M n g í ) jg 

Fig. 7.25 Cuadro de diálogo animación. 

Finalmente, se presenta la opción acerca de del menú ayuda, esta opción 

contiene la información general del programa, así como una opción para verificar información 

del sistema. 

Fig. 7.26 Cuadro de diálogo acerca 
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1. EJEMPLOS DE APLICACIÓN 

8.1. ESTÁTICO 

Se desea obtener con el método del elemento finito las deformaciones de la viga 

mostrada en la figura 8.1. 

10.00 T 

1.00 m 

Fig. 8.1 Viga empotrada en la pared. 

La viga tiene un espesor de 30 centímetros, es por ello que el modelo 

estructural corresponde a un estado plano de esfuerzos. (El coeficiente de Poisson del material 

79 
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empleado es de 0.20, su módulo de elasticidad lineal es 2,000,000 T/m2 y su peso específico es 

2.47/3) 
/ m ' 

8.1.1. Datos 

8.1.1.1. Discretización en elementos triangulares lineales 

1.00m 

Fig. 8.2 Discretización de la viga en elementos triangulares lineales. 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

COORDENADAS 

X 

8.0 

8.0 

4.0 

4.0 

0.0 

0.0 

Y 

1.0 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.0 

Tabla 8.1 Coordenadas de los nodos de la malla de elementos finitos. 

ELEMENTO 

1 

2 

3 

4 

i 

4 

4 

6 

6 

j 

2 

1 

4 

3 

k 

1 

3 

3 

5 

Tabla 8.2 Orientación de los elementos de la malla de elementos finitos. 
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8.1.1.2. Discretización en elementos triangulares cuadráticos 

2.00 m A 2.00 m ^ 2.00 m ^ 2.00 m 

Fig. 8.3 Discretización de la viga en elementos triangulares cuadráticos. 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

COORDENADAS 

X 

8.0 

8.0 

8.0 

6.0 

6.0 

6.0 

4.0 

4.0 

y 

1.0 

0.5 

0.0 

1.0 

0.5 

0.0 

1.0 

0.5 

NODO 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

COORDENADAS 

X 

4.0 

2.0 

2.0 

2.0 

0.0 

0.0 

0.0 

y 

0.0 

1.0 

0.5 

0.0 

1.0 

0.5 

0.0 

Tabla 8.3 Coordenadas de los nodos de la malla de elementos finitos. 

ELEMENTO 

1 

2 

3 

4 

i 

9 

9 

15 

15 

j 

6 

5 

12 

11 

k 

3 

1 

9 

7 

l 

2 

4 

8 

10 

m 

1 

7 

7 

13 

n 

5 

8 

11 

14 

Tabla 8.4 Orientación de los elementos de la malla de elementos finitos. 



8.1.1.3. Discretizacion en elementos cuadriláteros lineales 

4 
-o-
-O-

S 
-Q-

-©-
m 

• o 

-©-

- O f 

m 1.00 m 

-04-
4 ™°™ 0 2,00m ^ 2^00jm 0 ^OOm ^ 

Fig. 5.4 Discretizacion de la viga en elementos cuadriláteros lineales. 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

COORDENADAS 

X 

8.0 

8.0 

6.0 

6.0 

4.0 

y 

1.0 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

NODO 

6 

7 

8 

9 

10 

COORDENADAS 

X 

4.0 

2.0 

2.0 

0.0 

0.0 

y 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.0 

Tabla 8.5 Coordenadas de los nodos de la malla de elementos finitos. 

ELEMENTO 

1 

2 

3 

4 

i 

4 

6 

8 

10 

i 
2 

4 

6 

8 

k 

1 

3 

3 

7 

l 

3 

5 

7 

9 

Tabla 8.6 Orientación de los elementos de la malla de elementos finitos. 

8.1.1.4. Discretizacion en elementos cuadriláteros cuadraticos 

^l.OOm frl 00m ^l-OOm ft'OPm ft1-001" ft1-00"1 AI -OO"» ^ lOOni ^ 

Fig. 8.5 Discretizacion de la viga en elementos cuadriláteros cuadraticos. 
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NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

COORDENADAS 

X 

8.0 

8.0 

8.0 

7.0 

7.0 

6.0 

6.0 

6.0 

5.0 

5.0 

4.0 

4.0 

y 

1.0 

0.5 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.5 

NODO 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

COORDENADAS 

X 

4.0 

3.0 

3.0 

2.0 

2.0 

2.0 

1.0 

1.0 

0.0 

0.0 

0.0 

y 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.5 

0.0 

1.0 

0.0 

1.0 

0.5 

0.0 

Tabla 8.7 Coordenadas de los nodos de la malla de elementos finitos. 

ELEMENTO 

1 

2 

3 

4 

i 

8 

13 

18 

23 

j 

3 

8 

13 

18 

k 

1 

6 

11 

16 

l 

6 

11 

16 

21 

m 

5 

10 

15 

20 

n 

2 

7 

12 

17 

0 

4 

9 

14 

19 

P 

7 

12 

17 

22 

Tabla 8.8 Orientación de los elementos de la malla de elementos finitos. 

8.1.2. Resultados 

A continuación se presentan los resultados obtenidos al analizar la viga con 

diversos tipos de elementos finitos. Posteriormente se muestra una comparación gráfica de los 

resultados obtenidos, donde se incluye la solución de la viga aplicando los conceptos básicos 

de resistencia de materiales. 
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8.1.2.1. Elementos triangulares lineales 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

1.338E-04 

-1.434E-04 

1.02 5 E-04 

-1.068E-04 

0.000E+00 

0.000E+00 

y 

-1.711E-03 

-1.712E-03 

-5.759E-04 

-5.813 E-04 

0.000E+00 

0.000E+00 

Tabla 8.9 Desplazamientos de los Nodos de la malla mostrada en la Jig. 8.2. 

8.1.2.2. Elementos triangulares cuadráticos 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

3.151E-05 

-1.088E-04 

-2.530E-04 

-4.133E-05 

-9.471E-05 

-1.446E-04 

-1.021 E-04 

-6.992E-05 

y 

-4.419E-04 

-4.351E-04 

-4.3 5 3 E-04 

-4.517E-06 

-7.900E-06 

-1.192E-05 

-3.854E-05 

-4.017E-05 

NODO 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

-3.594E-05 

-3.058E-05 

-3.391E-05 

-3.665E-05 

O.OOOE+00 

0.000E+00 

0.000E+00 

y 

-4.162E-05 

-1.107E-06 

-8.042E-06 

-1.192E-05 

0.000E+00 

0.000E+00 

0.000E+00 

Tabla 8.10 Desplazamientos de los Nodos de la malla mostrada en la fig. 8.3. 



8.1.2.3. Elementos cuadriláteros lineales 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

1.183E-03 

-1.180E-03 

1.107E-03 

-1.108E-03 

8.861E-04 

y 

-1.273E-02 

-1.272E-02 

-8.065E-03 

-8.068E-03 

-4.000E-03 

NODO 

6 

7 

8 

9 

10 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

-8.859E-04 

5.168E-04 

-5.169E-04 

0.000E+00 

0.000E+00 

y 

-3.999E-03 

-1.114E-03 

-1.114E-03 

0.000E+00 

0.000E+00 

Tabla 8.11 Desplazamientos de los Nodos de la malla mostrada en la fig. 8.4. 

8.1.2.4. Elementos cuadriláteros cuadráticos 

NODO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

3.190E-03 

-2.816E-06 

-3.169E-03 

3.130E-03 

-3.125E-03 

2.976E-03 

2.096E-06 

-2.979E-03 

2.727E-03 

-2.729E-03 

2.381 E-03 

-2.308E-07 

Y 

-3.415E-02 

-3.4UE-02 

-3.408E-02 

-2.775E-02 

-2.776E-02 

-2.161E-02 

-2.159E-02 

-2.159E-02 

-1.583E-02 

-1.584E-02 

-1.068E-02 

-1.066E-02 

NODO 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

DESPLAZAMIENTOS 

X 

-2.379E-03 

1.930E-03 

-1.930E-03 

1.374E-03 

I.412E-07 

-1.37 5 E-03 

7.269E-04 

-7.272E-04 

0.000E+00 

0.000E+00 

0.000E+00 

y 

-1.067E-02 

-6.315E-03 

-6.317E-03 

-2.963 E-03 

-2.922E-03 

-2.961 E-03 

-7.936E-04 

-7.939E-04 

0.000E+00 

0.000E+00 

0.000E+00 

Tabla 8.12 Desplazamientos de los Nodos de la malla mostrada en la fig. 8.5. 
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8.1.3. Resumen de los desplazamientos del nodo 1 

Desplazamientos del Nodo 1 

-0.040 

-0.035 

-0.030 -: 
o 
1 -0.025 : 

I -0.020 
« 

g< -0.015 , 

° -0.010 J 

-0.005 \ 

0.000 

-0.034147 

c o 
O) O 

3 3 

-0.012731 

-0.000442 

3 o 
"3 '-2 
S "o 

. 2 <¿ 

-0.001712 

J2 

•C - 1 

-0.034133 

' o <$ 

.52 rt 

ai 'sí 

"O 

Fi'g. 8.5 Desplazamientos del Nodo 1 con los cuatro tipos de elemento finito. 

La barra de la derecha en la fig. 8.5 representa la deflexión máxima de una viga 

en cantiliver ante una carga puntual aplicada en el extremo libre, calculada con la ecuación: 

PÚ 

3EI 
(8.1) 

Donde: 

P Carga puntual aplicada a la viga. 

L Longitud de la viga. 

E Módulo de elasticidad lineal, del material de la viga. 

/ Momento de inercia de la sección transversal de la viga. 
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8.2. DINÁMICO 

Se desea obtener con el método del elemento finito las deformaciones de la viga 

mostrada en la figura 8.6. 

t 1.00 ni 

•4 
0.30m 

Fig. 8.6 Viga empotrada en la pared. 

La viga tiene un espesor de 30 centímetros, es por ello que el modelo 

estructural corresponde a un estado plano de esfuerzos. (El coeficiente de Poisson del material 

empleado es de 0.20, su módulo de elasticidad lineal es 2,000,000 J/2 y su peso específico es 

2 . 4 % ' ) 

8.2.1. Datos 

El criterio utilizado es dejar fija la discretización de elementos finitos y variar la 

historia de aceleraciones. La discretización a tomar en consideración es la mostrada en la 

figura 8.5, las coordenadas de sus nodos y la orientación de sus elementos se pueden consultar 

en las tablas 8.7 y 8.8 respectivamente. 

En el análisis se hacen variar las aceleraciones, para ello se utiliza un 

acelerograma con 25032 aceleraciones. Se toman en cuenta únicamente las aceleraciones en el 

sentido horizontal. De cada historia de aceleraciones se obtienen 3 diferentes, variando el 

incremento de tiempo. 

NOTA: Los ejemplos fueron ejecutados en una computadora con las siguientes 

características: 

• Pentium II a 350 MHz. 

• 64 MB de memoria en RAM 

• 1.2 GB de espacio libre en disco duro. 

En las figuras siguientes se muestran los acelerogramas para el análisis. 



6 

09o95pb_25032(l) 

88 

-6 J 

Tiempo 

Fig. 8.7 Acelerograma 09o95pb_25032(l), At = 0.005 . 

09o95pb_8344(l) 

6 

-6 -

Tiempo 

Fig. 8.8 Acelerograma 09o95pb_8344(l) , At = 0.015 . 

09o95pb_6258(l) 

Fig. 8.9 Acelerograma 09o95pb_6258(l) , At = 0.020. 
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En este inciso se muestran los resultados obtenidos con los acelerogramas 

anteriores. 

NODO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.003904 
0.000136 
0.003987 
0.003875 
0.003959 
0.003744 
0.000129 
0.003825 
0.003426 
0.003504 
0.002935 
0.000103 

y 
0.042073 
0.042080 
0.042080 
0.034790 
0.034787 
0.027599 
0.027595 
0.027604 
0.021030 
0.021030 
0.015067 
0.015073 

NODO 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.003103 
0.002511 
0.002646 
0.002024 
0.000060 
0.002066 
0.001190 
0.001213 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

y 
0.015075 
0.009659 
0.009657 
0.004914 
0.004865 
0.004918 
0.001440 
0.001441 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

Tabla 8.13 Desplazamientos máximos absolutos del acelerograma de la figura 8.7 

NODO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.003467 
0.000374 
0.003681 
0.003462 
0.003675 
0.003412 
0.000350 
0.003625 
0.003261 
0.003481 
0.003003 
0.000271 

y 
0.042833 
0.042839 
0.042841 
0.035734 
0.035731 
0.028651 
0.028649 
0.028657 
0.021722 
0.021722 
0.015223 
0.015217 

NODO 

13 
14 
15 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.003202 
0.002577 
0.002745 

16 0.001947 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

0.000148 
0.002086 
0.001100 
0.001172 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

y 
0.015231 
0.009422 
0.009426 
0.004640 
0.004589 
0.004646 
0.001315 
0.001322 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

Tabla 8.14 Desplazamientos máximos absolutos del acelerograma de la figura 8.8 
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NODO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.004426 
0.000265 
0.004665 
0.004418 
0.004645 
0.004343 
0.000247 
0.004539 
0.004130 
0.004276 
0.003821 
0.000192 

y 
0.053267 
0.053275 
0.053279 
0.044539 
0.044534 
0.035814 
0.035813 
0.035822 
0.027250 
0.027249 
0.019099 
0.019089 

NODO 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

DESPLAZAMIENTOS 
X 

0.003921 
0.003299 
0.003380 
0.002496 
0.000106 
0.002554 
0.001394 
0.001424 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

y 
0.019105 
0.011764 
0.011765 
0.005752 
0.005684 
0.005755 
0.001616 
0.001619 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

Tabla 8.15 Desplazamientos máximos absolutos del acelerograma de la figura 8.9 

8.2.3. Resumen de soluciones 

En las figuras siguientes se pueden observar los promedios de desplazamientos 

del nodo 3, para los acelerogramas en cuestión. 

Desplazamientos máximos 
Acelerograma 09o95pb(l) 

0.0600 _ 

0.0500 -

1 0.0400 
.a 
¡ 0.0300 « 
% 0.0200 -

0.0100 

0.0000 

0.042080 

H 1̂1 
B H 

0.053279 

0.042841 

25032 8344 6258 

Número de puntos del acelerograma 

Fig. 8.10 Desplazamientos máximos, acelerograma 09o95pb(l). 



9. CONCLUSIONES 

Con base en el trabajo realizado se presentan recomendaciones relacionadas con 

el desarrollo del programa que permitan un trabajo eficiente al elaborar este tipo de sistema y 

por otro lado se comparan los resultados obtenidos, en el caso estático para diferentes tipos de 

elementos con el mismo problema y en el caso dinámico se utilizó un solo elemento que es el 

que da un mejor comportamiento en el caso estático y se hizo variar el número de puntos del 

acelerograma para conocer la capacidad del programa al respecto. 

En relación a la programación del MEF, se propone el siguiente plan de trabajo: 

- Estudiar el modelo matemático y resolverlo a partir de un ejemplo. 

Definir la finalidad del programa. 

Elaborar el algoritmo general del modelo. 
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- Elaborar un calendario de trabajo. 

- Elegir un lenguaje de programación. 

Desarrollar el sistema. 

Información general del sistema y manual de usuario. 

Durante la etapa del desarrollo del sistema se propone lo siguiente: 

Crear una rutina para cada cálculo que sea necesario, dependiendo del tipo 

de elemento finito. 

Hacer una rutina general para que, de acuerdo a los datos leídos por el 

programa, ésta llame a las demás rutinas de forma ordenada. 

Finalmente crear el ambiente de salida de datos. 

En relación con el análisis estático, en la figura 8.5 se puede observar que el 

elemento cuadrilátero cuadrático es que tiene un mejor comportamiento al tener una mayor 

aproximación con la solución obtenida al aplicar los conceptos de resistencia de materiales. 

En relación con el caso dinámico, al hacer variar el número de puntos del 

acelerograma se puede observar la capacidad del programa, al realizar el cálculo con un 

acelerograma de 25032 puntos. Dicha capacidad se ve limitada únicamente por la capacidad de 

la computadora en que se esté trabajando. 

Los desplazamientos mostrados son un promedio de las historias de 

desplazamientos obtenidas. En la figura 8.10 se puede observar que conforme se disminuye el 

número de puntos considerados, los desplazamientos son cada vez mayores; esto ocurre debido 

a que el método empleado es aproximado. 
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